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Ââåäåíèå

Òåîðèÿ ðèñêà, òàê æå êàê è àêòóàðíàÿ ìàòåìàòèêà, íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíû ñ
äåÿòåëüíîñòüþ, êîòîðàÿ íîñèò íàçâàíèå ñòðàõîâàíèÿ. Ñàìî ñòðàõîâàíèå êàê ñèñòåìà
ñîçäàíèÿ ñïåöèàëüíûõ ôîíäîâ äëÿ êîìïåíñàöèè óùåðáà îò ñëó÷àéíûõ ïîòåðü âîçíèêëî
äîñòàòî÷íî äàâíî. Íàïðèìåð, â äðåâíèå âðåìåíà ïðàâèòåëü ëþáîãî ãîñóäàðñòâà
ñîçäàâàë çàïàñû çåðíà íà ñëó÷àé íåóðîæàÿ â áóäóùåì. Íàèáîëåå ÷åòêî äàííàÿ
ñèñòåìà îáîçíà÷èëàñü â ýïîõó ãåîãðàôè÷åñêèõ îòêðûòèé è ðàçâèòèÿ ìîðñêîé òîðãîâëè.
Ñóòü äåëà â òîì, ÷òî â ýòîò ïåðèîä âðåìåíè îòïðàâêà ìîðñêîãî êîðàáëÿ ñ òîâàðîì
â äàëüíåå ïëàâàíèå áûëà âñåãäà ñîïðÿæåíà ñ âîçìîæíûìè ïîòåðÿìè âñëåäñòâèå
êðóøåíèÿ êîðàáëÿ, ãèáåëüþ ýêèïàæà, óòðàòîé òîâàðà èç-çà ìíîæåñòâà ïðè÷èí,
íà÷èíàÿ îò ìîðñêîãî ïèðàòñòâà è êîí÷àÿ ïîð÷åé îò ìîðñêîé âîäû. Â òàêîé ñèòóàöèè
ëþäè, êîòîðûå âêëàäûâàëè äåíüãè â ñíàðÿæåíèå ìîðñêîé ýêñïåäèöèè, ðèñêîâàëè
êðóïíûìè ñóììàìè è óùåðáû âîçíèêàëè äîñòàòî÷íî ÷àñòî. Ñòðåìëåíèå ñìÿã÷èòü
ïîñëåäñòâèÿ âîçíèêàþùèõ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé è ñâÿçàííûõ ñ íèìè ìàòåðèàëüíûõ
ïîòåðü íà ïðàêòèêå äîñòàòî÷íî áûñòðî ïðèâåëî ê äâóì ñïîñîáàì äåéñòâèé. Â ïåðâîì
ñëó÷àå ïðåäïðèíèìàòåëè, âêëàäûâàþùèå ñðåäñòâà â ðèñêîâàííîå äåëî, îáúåäèíÿþòñÿ,
ñîçäàâàÿ ñîâìåñòíîå ïðåäïðèÿòèå è òàêèì îáðàçîì ðàçäåëÿÿ ñëó÷èâøèéñÿ óùåðá ïî
ó÷àñòíèêàì. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðåäïðèíèìàòåëü ïëàòèò îïðåäåëåííóþ ïëàòó ëèöó
èëè îðãàíèçàöèè çà ïîêðûòèå áóäóùåãî ñëó÷àéíîãî óùåðáà. Çäåñü óæå âîçíèêàþò
ïîíÿòèÿ ñòðàõîâàòåëÿ, êîòîðûé ïîäâåðæåí ñëó÷àéíûì óùåðáàì è ïëàòèò çà êîìïåíñàöèþ
ýòèõ óùåðáîâ â ñëó÷àå èõ íàñòóïëåíèÿ, è ñòðàõîâùèêà, êîòîðûé âîçìåùàåò ñëó÷àéíûå
óùåðáû, çàðàíåå ïîëó÷àÿ çà ýòó óñëóãó äåíüãè. Íà ñàìîì äåëå ýòè ñïîñîáû äåéñòâèé
ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé. Â ñîâðåìåííîé ïðàêòèêå ëþáîå ïðåäïðèÿòèå, àêöèîíåðíîå
îáùåñòâî â çàêîíîäàòåëüíîì ïîðÿäêå îáÿçàíû áûòü çàñòðàõîâàíû îò ðàçíûõ ðèñêîâ,
â òîì ÷èñëå è ïî îñíîâíîìó âèäó äåÿòåëüíîñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñòðàõîâàÿ
êîìïàíèÿ êàê àêöèîíåðíîå îáùåñòâî ôàêòè÷åñêè ðàçäåëÿåò îòâåòñòâåííîñòü ìåæäó
àêöèîíåðàìè. Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî öåëüþ ñòðàõîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôèíàíñîâàÿ
êîìïåíñàöèÿ ïîñëåäñòâèé ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé, ïîâëåêøèõ çà ñîáîé ìàòåðèàëüíûé
óùåðá. Â òî æå âðåìÿ, íàïðèìåð, àçàðòíûå èãðû íå ÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòîì ðàññìîòðåíèÿ
ñòðàõîâàíèÿ, ïîñêîëüêó èõ ó÷àñòíèêè ñîçíàòåëüíî èäóò íà ðèñê è ñèòóàöèÿ ìîæåò
ñëîæèòüñÿ â èõ ïîëüçó, òî åñòü èãðîêè ìîãóò íå òîëüêî ïîíåñòè ïîòåðè, íî è
âûèãðàòü. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ ñ òîðãîâëåé öåííûìè áóìàãàìè: ó÷àñòíèê òîðãîâ
ìîæåò ïîòåðïåòü íåóäà÷ó, íî åãî ðèñêè íå ñòðàõóþòñÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñòðàõîâûå
êîìïàíèè ðàñïëà÷èâàëèñü áû çà ëþáîå íåóäà÷íîå ïîìåùåíèå êàïèòàëà. Òàêèì îáðàçîì,
çäåñü ìû âèäèì äâà âèäà ðèñêîâ, ïåðâûå ïðèíÿòî íàçûâàòü ÷èñòûìè, êàê íàïðèìåð,
êîðàáëåêðóøåíèå, ïîæàð, è ò. ï., à âòîðûå - ñïåêóëÿòèâíûìè. Ïðåäìåòîì èíòåðåñà
ñòðàõîâùèêîâ ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ÷èñòûå ðèñêè. Äî ñèõ ïîð ðå÷ü øëà î ñòðàõîâàíèè
èìóùåñòâà, êîãäà ðàçìåð óùåðáà ÷åòêî îïðåäåëÿëñÿ â äåíåæíîì âûðàæåíèè. Â
ëè÷íîì ñòðàõîâàíèè, íàïðèìåð, â ñòðàõîâàíèè æèçíè, äåëî îáñòîèò èíà÷å. Â òàêèõ
ñëó÷àÿõ ñòðàõîâûå êîìïàíèè êîìïåíñèðóþò íå äîëþ óùåðáà, à âûïëà÷èâàþò çàðàíåå
îãîâîðåííóþ ñóììó. Ïðè ýòîì äåëèêàòíàÿ ïðîáëåìà îöåíêè ÷åëîâå÷åñêîé æèçíè
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ðåøàåòñÿ ñàìèì ñòðàõîâàòåëåì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëè÷íîå ñòðàõîâàíèå ÷àñòî íàïðÿìóþ
ñâÿçûâàåòñÿ ñ ïîêóïêîé â ðàññðî÷êó äîìà. Ïðè ýòîì ðàçìåð ñòðàõîâîãî âîçìåùåíèÿ
çàâèñèò îò ñòîèìîñòè ïðèîáðåòàåìîãî æèëèùà.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñòðàõîâàÿ äåÿòåëüíîñòü ñàìà ïî ñåáå ïåðåðàñïðåäåëÿåò
äåíåæíûå ñðåäñòâà è àêêóìóëèðóåò èõ, ñ îäíîé ñòîðîíû, äëÿ íåïîñðåäñòâåííî
ñòðàõîâîé äåÿòåëüíîñòè, à ñ äðóãîé, èíâåñòèðîâàíèå ýòèõ ñðåäñòâ â ðàçëè÷íûå
îòðàñëè ñïîñîáñòâóåò ðàçâèòèþ òàêîâûõ. Ðàçâèòèå ïðîìûøëåííîñòè è ñåëüñêîãî
õîçÿéñòâà íåìûñëèìà áåç ðàçâèòèÿ ñòðàõîâûõ èíñòèòóòîâ. Â ñîâðåìåííîé ñèòóàöèè
èíâåñòèðîâàíèå âîçìîæíî ëèøü â òå îáúåêòû, ãäå âñå ðèñêè, îáóñëîâëåííûå ïðèðîäîé
ýòèõ îáúåêòîâ, çàñòðàõîâàíû. Èñòîðèÿ ðàçâèòèÿ ïðîìûøëåííîñòè ïîêàçûâàåò, ÷òî
íàñòîÿùåå ðàçâèòèå ëþáîãî ãîñóäàðñòâà íà÷èíàåòñÿ ïîñëå ñòàíîâëåíèÿ ñòðàõîâîé
ñèñòåìû. Êðîìå òîãî, êà÷åñòâî æèçíè â ãîñóäàðñòâå ëåãêî îöåíèòü ïî ñòåïåíè
îõâàòà ñòðàõîâàíèåì åãî ãðàæäàí.

Âçàèìîäåéñòâèå ñòðàõîâûõ êîìïàíèé è èõ êëèåíòîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì ïðîäàæè
ïîëèñîâ - äîãîâîðîâ, â êîòîðûõ óêàçàíû óñëîâèÿ ñòðàõîâàíèÿ. Ïðè çàêëþ÷åíèè
ñòðàõîâîãî äîãîâîðà ñðàçó âîçíèêàåò âîïðîñ î öåíå ïîëèñà. Ýòà öåíà äîëæíà áûòü
ïðèåìëåìîé äëÿ êëèåíòà è ñòðàõîâîé êîìïàíèè îäíîâðåìåííî è äîëæíà ó÷èòûâàòü
òàêèå ôàêòîðû, êàê âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ, âåëè÷èíó âîçíèêàþùåãî
ïðè ýòîì óùåðáà è ò. ä. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïðîäàæå ïîëèñà ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ
äîëæíà ñäåëàòü ðàñ÷åòû ïî ôèíàíñîâûì îáÿçàòåëüñòâàì êëèåíòà, èìåÿ â âèäó, ÷òî
îíà ñàìà âûïîëíèò ñâîè îáÿçàòåëüñòâà ïåðåä íèì â áóäóùåì, ïðè÷åì â íåêîòîðîûé
ñëó÷àéíûé ìîìåíò. Ýòè ðàñ÷åòû äåëàþò ñïåöèàëèñòû-àêòóàðèè. Â ñòðàõîâîé äåÿòåëüíîñòè
íåâîçìîæíî îáîéòèñü áåç àêòóàðíûõ ðàñ÷åòîâ è âûâîäîâ. Â ñòðàõîâàíèè èìóùåñòâà
è äðóãèõ âèäàõ êðàòêîñðî÷íîãî ñòðàõîâàíèÿ íåîáõîäèìî äîñòàòî÷íî òî÷íî îïèñàòü
õàðàêòåð òåõ ðèñêîâ, êîòîðûå ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ íà ñåáÿ áåðåò. Íà îñíîâå èíôîðìàöèè
î ðèñêàõ íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü âåëè÷èíó âçèìàåìîé ñ êëèåíòà ñòðàõîâîé ïðåìèè.
Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðèâëåêàòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî äîãîâîðîâ, à
ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïî êàæäîìó çàêëþ÷åííîìó äîãîâîðó ìîæíî
áûëî ðàñïëàòèòüñÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îòâåòñòâåííîñòü çà îáåñïå÷åíèå ôèíàíñîâîé
óñòîé÷èâîñòè ñòðàõîâîé êîìïàíèè â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ëåæèò íà àêòóàðèÿõ. Â
äîëãîñðî÷íûõ âèäàõ ñòðàõîâàíèÿ, ïðåæäå âñåãî â ñòðàõîâàíèè æèçíè, ïîÿâëÿåòñÿ
äîïîëíèòåëüíàÿ çàäà÷à èçó÷àòü ïîâåäåíèå íîðìû äîõîäíîñòè è äåëàòü àäåêâàòíûå
ïðîãíîçû ïî åå ïîâåäåíèþ â áóäóùåì. Êðîìå òîãî, ñïåöèôèêà ñòðàõîâàíèÿ æèçíè
äèêòóåò íåîáõîäèìîñòü èìåòü äîñòàòî÷íî ñðåäñòâ, âëîæåííûõ â áûñòðîëèêâèäíûå
àêòèâû äëÿ ñâîåâðåìåííîé âûïëàòû ïî ñòðàõîâûì ñëó÷àÿì. Êðîìå òîãî, äëÿ ñòðàõîâàíèÿ
æèçíè è ïåíñèîííîãî ñòðàõîâàíèÿ ïðàâèëüíàÿ èíâåñòèöèîííàÿ ïðàêòèêà îáåñïå÷èâàåò
è âîçìîæíîñòü èìåòü äîïîëíèòåëüíûå äîõîäû ñòðàõîâàòåëÿì è ïåíñèîíåðàì, èãðàÿ
òåì ñàìûì è ñîöèàëüíóþ ðîëü. Ñëåäîâàòåëüíî, èíâåñòèöèîííàÿ äåÿòåëüíîñòü íåïîñðåäñòâåííî
ñâÿçàíà ñ ðàáîòîé àêòóàðèåâ, êîòîðûå îáÿçàíû äåëàòü îöåíêè, ïðîãíîçû ïî ïîâåäåíèþ
öåííûõ áóìàã íà ðûíêå.

3



Ãëàâà 1

Ôóíêöèè ïîëåçíîñòè. Ñòðàõîâûå

ïðåìèè

Ðàññìîòðèì ýëåìåíòû òåîðèè ïîëåçíîñòè, ãäå íàãëÿäíî ïðîñëåæèâàåòñÿ, ïî÷åìó
ëþäè, îðãàíèçàöèè ïðèáåãàþò ê ñòðàõîâàíèþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ êàêîé-
ëèáî ýêîíîìè÷åñêèé ïðîåêò ñî ñëó÷àéíûì èñõîäîì. Òîãäà î êà÷åñòâå ïðîåêòà ìîæíî
ñóäèòü ïî ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ýêîíîìè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà, òàêèì îáðàçîì ìîæíî
ñðàâíèâàòü ïðîåêòû ìåæäó ñîáîé. Íà äåëå òàêîé ïðèíöèï, íàçûâàåìûé ïðèíöèïîì
îæèäàåìîãî ñðåäíåãî, íå ïðèìåíèì. Äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âñåãäà
ïðèâîäèòñÿ òàêîé ïðèìåð. Ïóñòü â ïðîåêòå A îæèäàåòñÿ ÷èñòàÿ ïðèáûëü, ðàâíàÿ
50000, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, à â ïðîåêòå B àíàëîãè÷íûé âûèãðûø ðàâåí 200000, íî ñ
âåðîÿòíîñòüþ 0.5, è ñ òîé æå âåðîÿòíîñòüþ îæèäàåòñÿ óáûòîê âåëè÷èíû 50000. Ó
ïðîåêòà A ñðåäíÿÿ ïðèáûëü ðàâíà 50000, à ó ïðîåêòà B îíà ñîñòàâëÿåò 75000. Ñ
òî÷êè çðåíèÿ ñðàâíåíèÿ ñðåäíåé ïðèáûëè âòîðîé ïðîåêò áîëåå ïðåäïî÷òèòåëåí, íî
áîëüøèíñòâî ëþäåé ïðåäïî÷èòàåò ïðîåêò A. Òàêèå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ
îïèñàíèÿ ïðîöåññà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé íóæíû ìîäåëè, ó÷èòûâàþùèå ÷åëîâå÷åñêóþ
ïñèõîëîãèþ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ìîäåëåé ââåäåì ïîíÿòèå ôóíêöèè ïîëåçíîñòè,
êîòîðîå äîñòàòî÷íî õîðîøî ïîêàçûâàåò, ïî÷åìó âîçíèêàåò ïîòðåáíîñòü â ñòðàõîâàíèè
è ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ìîæíî óçíàòü, êàêóþ ñóììó ÷åëîâåê ãîòîâ çàïëàòèòü çà
ñòðàõîâêó.

×åëîâåê, ïðèíèìàþùèé ðåøåíèÿ, áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ äàëåå ËÏÐ, îòíîñèòåëüíî
êîòîðîãî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îí ïðèíèìàåò ðåøåíèÿ, èñõîäÿ èç ïðèíöèïà îæèäàåìîãî
ñðåäíåãî ôóíêöèè ïîëåçíîñòè, êîòîðàÿ ïðèñóùà òîëüêî åìó. Ðàññìîòðèì, êàê ìîæåò
áûòü îïðåäåëåíà ýòà ôóíêöèÿ è êàêîâû åå ñâîéñòâà. Ïðåæäå âñåãî ïîëîæèì, ÷òî
âåëè÷èíà u(w) ôóíêöèè ïîëåçíîñòè åñòü âåëè÷èíà áåçðàçìåðíàÿ, àðãóìåíòîì ýòîé
ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà, âûðàæàþùàÿñÿ â äåíåæíûõ åäèíèöàõ. Ñëåäîâàòåëüíî,
u(w) äîëæíà áûòü âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé. Ïóñòü w- ñóììà, ïîäâåðæåííàÿ ðèñêó,
à çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïîëåçíîñòè u(0) = 0, u(w) = 1. Ñ÷èòàÿ çíà÷åíèå w = 1000,
áóäåì îïðåäåëÿòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïîëåçíîñòè u(t) íà èíòåðâàëå (0, w). Äëÿ ýòîãî,
ñíà÷àëà ñîåäèíèâ òî÷êè (0, 0) è (w, 1), ïðÿìîëèíåéíûì îòðåçêîì, áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî
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óòî÷íÿòü âèä ãðàôèêà ýòîé ôóíêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðèñê îïèñûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíîé óùåðáà X, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0 è w ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.5. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.5 ñóììà w íå èçìåíèòñÿ è ñ òàêîé æå âåðîÿòíîñòüþ
ËÏÐ îñòàíåòñÿ íè ñ ÷åì. Ñðåäíåå çíà÷åíèå óùåðáà çäåñü ðàâíî 0.5w = 500. Åñëè
â òàêîé ñèòóàöèè ñóùåñòâóåò ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò êîìïåíñèðîâàòü
âåñü óùåðá, òî âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêóþ ìàêñèìàëüíóþ ïðåìèþ ñîãëàñíî çàïëàòèòü
ËÏÐ íà òàêèõ óñëîâèÿõ? Îáîçíà÷èâ ýòó ìàêñèìàëüíóþ ïðåìèþ ÷åðåç G, èñõîäÿ èç
ïðèíöèïà îæèäàåìîãî ñðåäíåãî ôóíêöèè ïîëåçíîñòè áóäåì èìåòü ðàâåíñòâî

u(w −G) = 0.5u(0) + 0.5u(w),

èç êîòîðîãî íàõîäèòñÿ G. Ñîåäèíèâ òðè òî÷êè (0, 0), (w − G, 0.5), (w, 1) ëîìàíîé,
ïîëó÷èì óòî÷íåíèå ãðàôèêà ôóíêöèè. Äàëåå, èçìåíÿÿ çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè óùåðáà,
àíàëîãè÷íî äëÿ âñåõ òî÷åê èíòåðâàëà (0, w) îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè u(t), t ∈
(0, w). Åñëè µ = E(X), à G > µ,òî ãîâîðÿò, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè
ïðèíàäëåæèò íåðàñïîëîæåííîìó ê ðèñêó ËÏÐ. Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè
ïîëåçíîñòè íàâîäèò íà ìûñëü, ÷òî ôóíêöèÿ u(w) äîëæíà áûòü íå òîëüêî âîçðàñòàþùåé,
íî è âîãíóòîé. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ âîãíóòûõ ôóíêöèé ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
Éåíñåíà:

Eu(X) ≤ u(EX).

Â íàøåì ñëó÷àå åñëè G− ìàêñèìàëüíàÿ ïðåìèÿ, êîòîðóþ ãîòîâî çàïëàòèòü ËÏÐ
çà ïîëíîå âîçìåùåíèå óùåðáà, òî îíà îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

u(w −G) = Eu(w −X) (1.1)

Èç íåðàâåíñòâà Éåíñåíà ñëåäóåò, ÷òî u(w − G) ≤ u(w − EX) = u(w − µ), îòêóäà
âûòåêàåò, ÷òî G ≥ µ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ó ËÏÐ ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè ñòðîãî
âîãíóòà, òî ËÏÐ ÿâëÿåòñÿ íåðàñïîëîæåííûì ê ðèñêó, ãîòîâûì çàïëàòèòü ñòðàõîâîé
êîïàíèè âåëè÷èíó áîëüøóþ, ÷åì ñðåäíåå çíà÷åíèå êîìïåíñèðîâàííîãî óùåðáà. Èìåííî
çäåñü èñòî÷íèê âîçíèêíîâåíèÿ ñòðàõîâîé äåÿòåëüíîñòè.

Åñëè ñòðàõîâùèê êîìïåíñèðóåò íå âåñü óùåðá, à ëèøü k−þ ÷àñòü åãî, òî
óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàêñèìàëüíîé ïðè òàêîì óñëîâèè ïðåìèè áóäåò

âûãëÿäåòü àíàëîãè÷íî (1.1):

E(u(w − (1− k)X −G)) = Eu(w −X). (1.2)

Â òîì æå ñëó÷àå, êîãäà ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ êîìïåíñèðóåò íå äîëþ óùåðáà,
à âûïëà÷èâàåò ôèêñèðîâàííóþ ñóììó A â ñëó÷àå âîçíèêíîâåíèÿ ýòîãî óùåðáà,
àíàëîãîì óðàâíåíèÿ (1.1) áóäåò

Eu(w −X −G+ A) = pEu(w −X) + (1− p)u(w),

ãäå p- âåðîÿòíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ óùåðáà.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîáëåìó çàêëþ÷åíèÿ ñòðàõîâîãî äîãîâîðà ñ òî÷êè çðåíèÿ
èíòåðåñîâ íå ñòðàõîâàòåëÿ, à ñòðàõîâùèêà. Ïóñòü uI(.)- ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè ñòðàõîâùèêà.
Åñëè ïî óñëîâèþ êîìïåíñèðóåòñÿ âåñü óùåðá, òî ìèíèìàëüíàÿ ïðåìèÿ H, êîòîðóþ
ãîòîâ ïðèíÿòü ñòðàõîâùèê, îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà

uI(wI) = EuI(wI +H −X), (1.3)

åñëè ñòðàõîâùèê ïðèìåò ìåíüøóþ ñóììó, òî ñðåäíåå çíà÷åíèå åãî ôóíêöèè ïîëåçíîñòè
îêàæåòñÿ ìåíüøå ïîëåçíîñòè âåëè÷èíû åãî êàïèòàëà wI . Èç íåðàâåíñòâà Éåíñåíà
ñëåäóåò, ÷òî

uI(wI) < uI(wI +H − µ),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî H > µ. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå G ≥ H ≥ µ, òî âîçìîæíà
ñäåëêà ïî ïðîäàæå ïîëèñà. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû ôóíêöèé ïîëåçíîñòè.

Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè èìååò âèä

u(w) = −e−αw, α > 0.

Ýòî âîçðàñòàþùàÿ âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ, ïîñêîëüêó

du

dw
(w) = αe−αw > 0,

d2u

dw2
(w) = −α2e−αw < 0.

Ýòà ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè èìååò òó îñîáåííîñòü, ÷òî âåëè÷èíà G, îïðåäåëÿåìàÿ èç
óñëîâèÿ (1.1), íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû w:

−e−α(w−G) = −Ee−α(w−X) ⇐⇒

eαG = EeαX ⇐⇒ G =
lnMX(α)

α
,

çäåñü MX(α) = EeαX- ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.
Ðàññìîòðèì òàêîé ïðèìåð: ïóñòü ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè ËÏÐ èìååò âèä u(w) =

−e−5w, è â ðàñïîðÿæåíèè ËÏÐ èìåþòñÿ äâà ýêîíîìè÷åñêèõ ïëàíà, êîòîðûå ìû
áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ñëó÷àéíûå âåëè÷èíûX è Y . Ïåðâûé ïëàí èìååò íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñî ñðåäíèì 5 è äèñïåðñèåé 2, à âòîðîé òàê æå ðàñïðåäåëåí ñî ñðåäíèì
6 è äèñïåðñèåé 2.5. Òðåáóåòñÿ âûÿñíèòü, êàêîé èç ýòèõ ïëàíîâ ïðåäïî÷òèòåëüíåå ñ
òî÷êè çðåíèÿ ïðèíöèïà îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè. Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ çàìåòèì,
÷òî åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Z ðàñïðåäåëåíà êàêN(µ, σ2), òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ
ìîìåíòîâ åñòü

MX(α) =
1√
2πσ

∫
R
eαxe−

(x−µ)2

2σ2 dx =
1√
2πσ

∫
R
e
−x2−µ2+2µx+2αxσ2

2σ2 dx =

1√
2πσ

∫
R
e
−x2+2x(µ+ασ2)−(µ+ασ2)2

2σ2 dx · e
−µ2+(µ+ασ2)2

2σ2 =

6



e
α2σ4+2αµσ2

2σ2 = eαµ+0.5α2σ2

.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

Eu(X) = E(−e−5X) = −MX(−5) = −1, Eu(Y ) = −MY (−6) = −e1.25 < −1,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïëàí X áîëåå ïðåäïî÷òèòåëåí. Çàìåòèì, ÷òî åñëè áû ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà Y èìåëà áû äèñïåðñèþ, ðàâíóþ 2.4, òî ýòè ïëàíû èìåëè áû îäèíàêîâûå
çíà÷åíèÿ îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ôóíêöèè ïîëåçíîñòè, äðîáíî-ñòåïåííàÿ, çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

u(w) = wγ, w > 0, γ ∈ (0, 1).

Äàííàÿ ôóíêöèÿ ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèè ïîëåçíîñòè íå ñêëîííîãî ê ðèñêó ËÏÐ,
ïîñêîëüêó

du

dw
= γwγ−1 > 0,

d2u

dw2
= γ(γ − 1)wγ−2 < 0.

Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà ïðåìèÿ G, íàõîäèìàÿ èç óñëîâèÿ (1.1), çàâèñèò
îò ñóììû, ïîäâåðæåííîé ðèñêó. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè ËÏÐ èìååò âèä u(w) =
√
w. Ñîñòîÿíèå âåëè÷èíû w =

10 ïîäâåðæåíî ðèñêó, èìåþùåìó ðàâíîìåðíîå íà èíòåðâàëå (0, w) ðàñïðåäåëåíèå.
Òðåáóåòñÿ íàéòè ìàêñèìàëüíóþ ïðåìèþ, êîòîðóþ ËÏÐ ãîòîâî çàïëàòèòü çà ïîëíîå
âîçìåùåíèå óùåðáà.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ èñêîìîé ïðåìèè ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (1.1):
√
w −G = E

√
w −X ⇐⇒

√
w −G =

∫ w

0

√
w − x

10
dx =

(
√
w)3/2

15
⇐⇒ G = w − w3/225 = 5

5

9
.

Çàìåòèì, ÷òî çäåñü îæèäàåìûé óùåðá ðàâåí EX = 5 < G.
Ñëåäóþùåå ñåìåéñòâî ôóíêöèé ïîëåçíîñòè - êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè

u(w) = w − αw2, α > 0, w < 1/2α.

Íà ðàññìàòðèâàåìîì èíòåðâàëå äëÿ ïåðåìåííîé w ôóíêöèÿ u ñòðîãî âîãíóòà è
âîçðàñòàåò:

du

dw
= 1− 2αw > 0,

d2u

dw2
= −2α < 0.

Íåñìîòðÿ íà ïðèâëåêàòåëüíîñòü âèäà òàêèõ ôóíêöèé, ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ èõ
ïîìîùüþ, ÷àñòî íå óäîâëåòâîðÿþò èññëåäîâàòåëåé. Ïðèâåäåì òàêîé ïðèìåð.

Ïóñòü ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè ËÏÐ äàåòñÿ êàê

u(w) = w − 0.01w2, , w < 50.
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Îòíîñèòåëüíî óùåðáà èçâåñòíî, ÷òî ËÏÐ ñîõðàíèò ñîñòîÿíèå âåëè÷èíû w ñ âåðîÿòíîñòüþ
0.5 è ïîòåðïèò ôèíàíñîâûé óáûòîê, ðàâíûé 10, ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.5.Êàê è â ïðåäûäóùåì
ïðèìåðå, òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ìàêñèìàëüíóþ ïðåìèþ G çà ïîëíîå âîçìåùåíèå
óùåðáà.

Â äàííîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (1.1) ïðèâîäèò ê êâàäðàòè÷íîìó óðàâíåíèþ, ðåøàÿ
êîòîðîå äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé w, ïîëó÷èì òàáëèöó:

Âåëè÷èíà êàïèòàëà w Âåëè÷èíà ïðåìèè G
10 5.2769
15 5.3113
20 5.3553
25 5.4138
30 5.4951

Èç ïðèâåäåííîé òàáëèöû âèäíî, ÷òî âåëè÷èíà ïðåìèè âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì êàïèòàëà

ñòðàõîâàòåëÿ, õîòÿ çäåñü ðåçîííî ñêàçàòü, ÷òî ÷åì áîëüøåé ñóììîé ðàñïîëàãàåò
ËÏÐ, òåì ñ áîëüøåé ñëó÷àéíîé ïîòåðåé îí ãîòîâ ñìèðèòüñÿ è òåì ìåíåå èíòåðåñíà
åìó ñòðàõîâêà. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òåõ ñòðàõîâàòåëåé, êòî ïðèäåðæèâàåòñÿ òàêîé
ëîãèêè, ïîñëåäíÿÿ ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè ìîæåò íå ïîäîéòè. Ðàññìîòðèì áîëåå ñëîæíûé
ïðèìåð.

Èçâåñòíî, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.75 ñîáñòâåííîñòü íå áóäåò ïîâðåæäåíà, ïëîòíîñòü
âåðîÿòíîñòè óùåðáà

f(x) = 0.25[0.01]e−0.01x, x > 0.

Îáëàäàòåëü ñîáñòâåííîñòè èìååò ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè u(w) = −e−0.005w. Òðåáóåòñÿ
âû÷èñëèòü îæèäàåìûé óáûòîê è ìàêñèìàëüíóþ ñòðàõîâóþ ïðåìèþ çà ïîëíîå âîçìåùåíèå
óùåðáà.

Îæèäàåìûé óáûòîê âû÷èñëèì ïî îïðåäåëåíèþ:

EX = 0.25
∫ ∞

0
x0.01e−0.01xdx = 25.

Äàëåå, óðàâíåíèå (1) â íàøåé ñèòóàöèè áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

−e−0.005(w−G) = −0.75e−0.005w − 0.25
∫ ∞

0
e−0.005(w−x)0.01e−0.01xdx

⇐⇒ e0.005G = 0.75 + 0.0025
∫ ∞

0
e−0.005xdx = 1.25,

îòñþäà G = 200 ln 1.25 = 44.63.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå ñòðàõîâùèê îïëà÷èâàë áû ïîëîâèíó

óùåðáà, òî óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðåìèè âûãëÿäåëî áû òàê:

0.75u(w −G) +
∫ ∞

0
u(w −G− 0.5x)f(x)dx = 0.75u(w) +

∫ ∞

0
u(w − x)f(x)dx,
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ðåøàÿ êîòîðîå, ìû ïîëó÷èëè áû çíà÷åíèå G = 28.62. Ïðè ýòîì ñðåäíèé ïîêðûòûé
ðèñê ðàâåí 12.5.

Ðàññìîòðèì áîëåå îáùèé ñëó÷àé, êîãäà â ñëó÷àå óùåðáà âåëè÷èíû x ñòðàõîâùèê
âûïëà÷èâàåò ñóììó, ðàâíóþ I(x) ≤ x.Ïîñêîëüêó óùåðá ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíóþ
âåëè÷èíó X, òî â èäåàëå ïðåìèÿ, êîòîðóþ ñòðàõîâàòåëü äîëæåí çàïëàòèòü çà ïîëèñ,
äîëæíà áûòü ðàâíà EI(X) ≤ EX. Çäåñü âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêàÿ ôóíêöèÿ I ÿâëÿåòñÿ
îïòèìàëüíîé ñ òî÷êè çðåíèÿ ôóíêöèè ïîëåçíîñòè? Ðàññìîòðèì ñòðàõîâàíèå âèäà

Id(x) =

{
0, åñëè x < d,

x− d, åñëè x > d

Òàêîé âèä ñòðàõîâàíèÿ íàçûâàåòñÿ ñòðàõîâàíèåì, îñòàíàâëèâàþùèì ïîòåðè. Ïàðàìåòð
d íàçûâàåòñÿ ôðàíøèçîé, âåëè÷èíà ïðåìèè P, êàê óæå îòìå÷àëîñü, â èäåàëå äîëæíà
áûòü ðàâíîé ñðåäíåìó êîìïåíñèðîâàííîìó óùåðáó, òî åñòü

P =
∫ ∞

d
(x− d)dF (x)

Âûðàæåíèå äëÿ âåëè÷èíû P ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â äðóãîì âèäå, ÷òî ïîêàçûâàåò

Ëåììà 1 Åñëè ó ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû óùåðáà X îïðåäåëåíî ñðåäíåå, òî

EId(X) =
∫ ∞

d
(1− F (x))dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåëè÷èíó 1− F (x) îáîçíà÷èì ÷åðåç s(x), òîãäà ïðè A > d∫ A

d
(x− d)dF (x) = (A− d)s(A) +

∫ A

d
s(x)dx,

ïðàâàÿ ÷àñòü äàííîãî ðàâåíñòâà ïðè óâåëè÷åíèèA ñòðåìèòñÿ ê
∫∞
d s(x)dx, ïîñêîëüêó

ïðè óâåëè÷åíèè A âåëè÷èíà As(A) áåñêîíå÷íî ìàëà:

0 < As(A) = A
∫ ∞

A
dF (x) <

∫ ∞

A
xdF (x) → 0, A→∞,

÷òî äîêàçûâàåò ëåììó.
Â ïîñëåäíåì âèäå ñòðàõîâàíèÿ êëèåíò îïëà÷èâàåò ëèøü ðàçíèöó ìåæäó âîçíèêøèì

óùåðáîì è çàðàíåå óñòàíîâëåííîé ôðàíøèçîé, åñëè óùåðá ïðåâîñõîäèò ýòó ôðàíøèçó.
Â ñëó÷àå ìàëîãî óùåðáà ñòðàõîâàòåëü êîìïåíñàöèè íå ïîëó÷àåò. Ïî óñòàíîâëåííîé
ôðàíøèçå âûøå áûëà óñòàíîâëåíà íåòòî-ïðåìèÿ P. Íàïðîòèâ, åñëè öåíà ïîëèñà P
óñòàíîâëåíà, òî çíà÷åíèå ôðàíøèçû ïî íåé óñòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî èç ðàâåíñòâà

EI(X) = P (1.4)

ïîñëå ïîäñòàíîâêè òóäà âûðàæåíèÿ EI(X) = EId(X) =
∫∞
d (1− F (x))dx.

Ñïðàâåäëèâà
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Òåîðåìà 1 Ïîëèñ äëÿ îñòàíàâëèâàþùåãî ïîòåðè ñòðàõîâàíèÿ îáåñïå÷èâàåò ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå âåëè÷èíû Eu(w − X + I(X) − P ) ñðåäè âñåõ ïîëèñîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ
(1.4) ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè P.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç âîãíóòîñòè ôóíêöèè u èìååì

u(w−x+ I(x)−P )−u(w−x+ Id(x)−P ) ≤ [I(x)− Id(x)]u
′
(w−x+ Id(x)−P ). (1.5)

Ïîêàæåì äàëåå ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà

[I(x)− Id(x)]u
′
(w − x+ Id(x)− P ) ≤ [I(x)− Id(x)]u

′
(w − d− P ) (1.6)

Íåðàâåíñòâî (1.6) î÷åâèäíî âûïîëíåíî, åñëè I(x) = Id(x). Â ñëó÷àå I(x) < Id(x)
âåëè÷èíà Id(x) > 0, à çíà÷èò, x− Id = d, îòêóäà ñëåäóåò (1.6). Åñëè æå I(x) > Id(x),
òî èç íåðàâåíñòâà Id(x)− x ≥ −d è âîãíóòîñòè ôóíêöèè u èìååì

du

dw
(w − x+ Id(x)− P ) ≤ du

dw
(w − d− P ),

îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà (1.5) ñëåäóåò:

Eu(w − x+ I(X)− P )− Eu(w − x+ Id(X)− P ) ≤

E[I(X)− Id(X)]
du

dw
(w − d− P ) = (P − P )

du

dw
(w − d− P ) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè P îñòàíàâëèâàþùåå ïîòåðè ñòðàõîâàíèå
ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè äëÿ ñòðàõîâàòåëÿ.
Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2 Ïðè ëþáîì çàäàííîì çíà÷åíèè P îñòàíàâëèâàþùåå ïîòåðè ñòðàõîâàíèå
ìèíèìèçèðóåò âåëè÷èíó V ar(X−I(X)) íà ìíîæåñòâå âñåõ ôóíêöèé I(X), óäîâëåòâîðÿþùèõ
(1.4).

Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà

(x− I(x))2 − (x− Id(x))
2 ≥ 2(Id(x)− I(x))(x− Id(x)) ≥ 2(Id(x)− I(x))d

è ðàññóæäåíèé, àíàëîãè÷íûõ äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.
Â äàííîì ðàçäåëå íàìè áûë èçëîæåí ìàòåìàòè÷åñêèé ïîäõîä ê îáúÿñíåíèþ,

ïî÷åìó ëþäè, îðãàíèçàöèè ïîêóïàþò ñòðàõîâûå ïîëèñû, íî, êîíå÷íî, ôóíêöèè ïîëåçíîñòè
íå ìîãóò ñàìè ïî ñåáå äàòü òî÷íîé îöåíêè öåíû ïîëèñà â êîíêðåòíûõ ñëó÷àÿõ. Íà
ïðàêòèêå âñå âèäû ðèñêîâ, êîòîðûå ïðèíèìàåò ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ, èìåþò ñâîþ
êëàññèôèêàöèþ, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé ñîñòàâëÿþòñÿ ïðàâèëà ðàáîòû ñ òåì èëè
èíûì âèäîì ðèñêîâ. Ïîëíîå èçëîæåíèå ýòèõ ôàêòîâ ìîæíî íàéòè â [5, 6].

ÇÀÄÀ×È
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1. Ïóñòü ñëó÷àéíûé óùåðá X çàäàåòñÿ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè

f(x) = 0.1e−0.1x, x > 0.

à. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïîëèñîâ ïðîïîðöèîíàëüíîãî ñòðàõîâàíèÿ

I(x) = x/2

è îñòàíàâëèâàþùåãî óùåðáà

Id(x) =

{
0, åñëè x < 10 ln 2,

x− 10 ln 2, åñëè x > 10 ln 2

ïîêàçàòü, ÷òî íåòòî-ïðåìèÿ P â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàâíà 5.
á. Âû÷èñëèòü V ar(X − I(X)), V ar(X − Id(X)).
Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó

EX =
∫ ∞

0
xf(x)dx = 10,

òî P = EI(X) = 5. Àíàëîãè÷íî

EId(X) =
∫ ∞

d
(x− d)f(x)dx = 10e−0.1d

∫ ∞

0
te−tdt = 5.

Ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà∫
te−tdt = −e−t(1 + t).

Äàëåå,
EX2 =

∫ ∞

0
0.1x2e−0.1xdx = 100

∫ ∞

0
t2e−tdt = 100,

îòñþäà

V ar(X − I(X)) = V ar(0.5X) = 0.25V ar(X) = 0.25(100− 25) = 18.25.

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ðàâåíñòâîì∫
t2e−tdt = (−t2 − 2t− 2)e−t.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó [X − Id(X)], ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèÿ

(x− Id(x)) =

{
x, åñëè x < 10 ln 2,

10ln2, åñëè x ≥ 10 ln 2.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ åå äèñïåðñèè âû÷èñëèì ïåðâûå äâà ìîìåíòà:

E(X − Id(X)) = EX − EId(X) = 5, E(X − Id(X))2 =
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∫ 10 ln 2

0
x20.1e−0.1xdx+ 100 ln2 2

∫ ∞

10 ln 2
0.1e−0.1xdx = 100(1− ln 2)

Îòñþäà

V ar(X − Id(X))2 = 100(1− ln 2)− 25 = 75− 100 ln 2 = 5.6853,

÷òî ïî÷òè â 4 ðàçà ìåíüøå äèñïåðñèè äëÿ ïðîïîðöèîíàëüíîãî ñòðàõîâàíèÿ.
2. ËÏÐ èìååò ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè u(w) = −e−αw, α ∈ (0, 0.5), à âåëè÷èíà

ñëó÷àéíîãî óùåðáà èìååò χ2− ðàñïðåäåëåíèå ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ïîêàçàòü,
÷òî âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîé ïðåìèè G ïðè óñëîâèè ïîëíîãî âîçìåùåíèÿ óùåðáà
áîëüøå ñðåäíåãî óùåðáà µ = n.

Ðåøåíèå. Ïðåæäå âñåãî ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ
χ2− ðàñïðåäåëåíèÿ åñòü

MX(α) = EeαX =
1

2n/2Γ(n/2)

∫ ∞

0
un/2−1eu(α−1/2)du =

1

2n/2Γ(n/2)

∫ ∞

0
((1/2− α)u)n/2−1e−(1/2−α)ud((1/2− α)u)(1/2− α)−n/2 =

2n/2

(1− 2α)2n/2Γ(n/2)

∫ ∞

0
e−vvn/2−1dv = (1− 2α)−n/2,

ïîýòîìó
G =

−n
2α

ln(1− 2α) > n,

÷òî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà ln(1− t) < −t, t > 0.

3. Ïåòåðáóðãñêèé ïàðàäîêñ. Ðàññìîòðèì áðîñàíèå ìîíåòû, ãäå çàìå÷àåòñÿ íîìåð
N− ïåðâûé íîìåð, êîãäà âûïàäàåò îðåë.

à. Îïðåäåëèòü E(N), V ar(N).
á. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû óùåðáà X = 2N ñðåäíåå çíà÷åíèå íå

îïðåäåëåíî.
ñ. Äëÿ ôóíêöèè ïîëåçíîñòè u(w) = lnw íàéòè Eu(X).
Ðåøåíèå. Ïðåäïîëàãàÿ áðîñàíèÿ ìîíåòû íåçàâèñèìûìè, ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèÿ

âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû N åñòü f(n) = 2−n, n = 1, 2, 3, . . . . Ïîëàãàÿ
x = 1/2, íàéäåì ìîìåíòû ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû N.

E(N) =
∞∑

n=1

nxn = x
∞∑

n=1

nxn−1 = g′(x),

ãäå ôóíêöèÿ

g(x) =
∞∑

n=1

xn = x/(1− x).
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Ñëåäîâàòåëüíî,
E(N) =

1

2(1− x)2
= 2.

Àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ

E(N2) =
∞∑

n=1

n2xn = 0.25
∞∑

n=1

n(n− 1)xn−2 +
∞∑

n=1

nxn = 6,

îòêóäà
V ar(N) = E(N2)− (E(N))2 = 2.

4. Ïóñòü

Id(x) =

{
0, åñëè x < d,

x− d, åñëè x > d

Äëÿ ñëó÷àéíîãî óùåðáà X :

P (X = 3) = P (X = 12) = 0.5, E(Id(X)) = 3

îïðåäåëèòü çíà÷åíèå d.
Ðåøåíèå. Äëÿ ñ.â. Id(X) â ñëó÷àå d < 3 ñïðàâåäëèâî

Id(X)) =

{
3− d c âåðîÿòíîñòüþ 0.5,

12− d, c âåðîÿòíîñòüþ 0.5

Îòñþäà E(Id(X)) = 7.5−d, d = 4.5. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî d > 3, E(Id(X)) = 6−0.5d =
3, îòêóäà d = 6.

5. Äëÿ òðåõ ËÏÐ ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ui(w), i = 1, 2, 3 îïðåäåëÿþòñÿ êàê

u1(w) =

{
0.075w − 1, åñëè w < 10,

0.025w − 0.5, åñëè w > 10

u2(w) =

{
0.45w − 2, åñëè w < 10,
0.15w + 2, åñëè w > 10

u3(w) =

{
3w − 10, åñëè w < 10,
w + 10, åñëè w > 10

Êòî èç íèõ èìååò îäèíàêîâûå ïðåäïî÷òåíèÿ äëÿ âñåõ ýêîíîìè÷åñêèõ àëüòåðíàòèâ?
(A) ËÏÐ 1 è 2
(Á) ËÏÐ 2 è 3
(Â) ËÏÐ 1 è 3
(Ã) ËÏÐ 1,2, è 3
(Ä) Íè îäíî èç óñëîâèé (À - Ã) íå âåðíî.
Ðåøåíèå. Íàéäåì óäîáíûé âèä äëÿ âûðàæåíèé Eu(X) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè

u(w)) =

{
aw + b, åcëè w < w0,
cw + d, åcëè w > w0.
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Îáîçíà÷àÿ êàê è ðàíåå 1− F (x) ÷åðåç s(x), ïîëó÷èì ðàâåíñòâî:

Eu(X) =
∫ w0

0
(ax+ b)dF (x) +

∫ ∞

w0

(cx+ d)dF (x) =

b
∫ w0

0
dF (x) + d

∫ ∞

w0

dF (x) + a
∫ w0

0
xdF (x) + c

∫ ∞

w0

xdF (x) =

a
∫ w0

0
s(x)dx+ c

∫ ∞

w0

s(x)dx+ (d− b+ (c− a)w0)s(w0) + b.

Äëÿ ïîëó÷åííûõ êîýôôèöèåíòîâ âûïèøåì òàáëèöó:

ËÏÐ a c d− b+ (c− a)w0

1 0.075 0.025 0
2 0.45 0.15 1
3 3 1 0

Èç êîýôôèöèåíòîâ òàáëèöû âèäíî,÷òî ïðåäïî÷òåíèÿ äëÿ 1 è 3 îäèíàêîâû. Ïðè
ýòîì ïðåäïî÷òåíèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ËÏÐ íå ñîâïàäàþò. Ïðèâåäåì ïðèìåð ôóíêöèé
s1,2(x), äëÿ êîòîðûõ ïðè w0 = 10 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî Eu1(X1) < Eu1(X2),íî â
òî æå âðåìÿ Eu2(X1) > Eu2(X2) :

s1(x) =


1, åñëè x ∈ [0, 8],

(11− x)/3, åñëè x ∈ [8, 10],
0, åñëè x > 10.

s2(x) =


1, åñëè x ∈ [0, 9],

10− 10x, åñëè x ∈ [9, 10],
0, åñëè x > 10

Äëÿ íèõ óêàçàííûå ñîîòíîøåíèÿ âûïîëíåíû, ïîñêîëüêó∫ 10

0
s1(x)dx = 9

1

3
,

∫ 10

0
s2(x)dx = 9

1

2
, s1(10) = 1/3, s2(10) = 0.

6. Ó ñòðàõîâàòåëÿ íà ñ÷åòå îñòàëîñü 2000 ó.å., ïðè ýòîì åãî ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè
u(w) =

√
w,w > 0. Ìåäèöèíñêèå èçäåðæêè ñëó÷àéíû è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû

â ïðåäåëàõ îò 0 äî 1000 ó.å. Ñòðàõîâàòåëü äîëæåí ïðèíÿòü îäíî èç äâóõ ðåøåíèé:
(À) çàïëàòèòü ïðåìèþ P çà ïîëíîå ïîêðûòèå èçäåðæåê
(Á) çàïëàòèòü 200 ó.å. íàëîãà è ïëàòèòü çà ëå÷åíèå ñàìîìó.
Îïðåäåëèòü òàêîå çíà÷åíèå P, ïðè êîòîðîì ýòè ðåøåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.
Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ P :

u(w − P ) = Eu(w − 200−X).
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Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì:

√
2000− P = 0.001

∫ 1000

0

√
1800− xdx,

îòñþäà P = 716.446.
7. Ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè ñòðàõîâùèêà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé u(w) = −e−0.01w. Äëÿ

ïîëèñà öåíû G ñïðàâåäëèâû äâà óñëîâèÿ:
à. ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà âûïëàò ïî èñêàì èìååò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

F (x) =

{
1− 0.2e−0.02x, åñëè x > 0,

0, åñëè x < 0

á. ðàñõîäû íà âåäåíèå äåëà ñîñòàâëÿþò ïîëîâèíó îæèäàåìûõ èñêîâ ïëþñ 0.17G.
Îïðåäåëèòü ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðåìèè G, ïðè êîòîðîé ñòðàõîâùèê ïðîäàñò

ïîëèñ.
Ðåøåíèå. Èç âèäà ðàñïðåäåëåíèÿ âûïëàò ñëåäóåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü îòñóòñòâèÿ

âûïëàò ñîñòàâëÿåò 0.8, à îæèäàåìàÿ âåëè÷èíà âûïëàò ðàâíà

EX = 0.004
∫ ∞

0
xe−0.02xdx = 10.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî çàêëþ÷åíèè äîãîâîðà ñòðàõîâàíèÿ óáûòîê ñòðàõîâùèêà ðàâåí
X + 5 + 0.17G. Îáîçíà÷èâ âåëè÷èíó 0.83G− 5 ÷åðåç G1, ðàññìîòðèì óðàâíåíèå äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ G :

u(w) = Eu(w −X − 5− 0.17G+G) ⇐⇒ u(w) = Eu(w −X +G1).

Ïðè ñîêðàùåíèè ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ íà e−0.01w ðàâåíñòâî äëÿ îïðåäåëåíèÿ G1

ïîëó÷àåòñÿ â âèäå

e0.01G1 = 0.8 + 0.2EeαX = 0.8 + 0.004
∫ ∞

0
e−0.01xdx = 1.2.

Îòñþäà îïðåäåëÿþòñÿ âåëè÷èíû G1 = 100 ln 1.2 = 18.23, G = (G1 + 5)/0.83 = 27.99.
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Ãëàâà 2

Ìîäåëè èíäèâèäóàëüíîãî ðèñêà

Â ìîäåëÿõ èíäèâèäóàëüíîãî ðèñêà èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå îäíîãî âûäåëåííîãî ñåêòîðà
èç âñåãî íàáîðà ðèñêîâ, ïðèíÿòûõ ñòðàõîâùèêîì. Â òàêèõ ìîäåëÿõ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî
èñê ìîæåò áûòü ïðåäúÿâëåí ñ âåðîÿòíîñòüþ q ∈ (0, 1) è ÷èñëî âîçìîæíûõ èñêîâ
ôèêñèðîâàíî è ðàâíî n.Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âåñü óùåðá, óêàçàííûé â èñêå ñòðàõîâàòåëÿ,
êîìïåíñèðóåòñÿ ñòðàõóþùåé îðãàíèçàöèåé, áóäåì âñþäó äàëåå îòîæäåñòâëÿòü ïîíÿòèÿ
âåëè÷èíû èñêà è âåëè÷èíû âûïëàòû. Ñóììàðíûé èñê çäåñü ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê
ñóììà çàðàíåå èçâåñòíîãî ÷èñëà îäèíî÷íûõ èñêîâ. Åñëè îäèíî÷íûé èñê ñ íîìåðîì
i ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé Xi, òî ñóììàðíûé èñê áóäåò ðàâåí

S = X1 +X2 . . .+Xn.

Â ìîäåëÿõ èíäèâèäóàëüíîãî ðèñêà èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå ñëó÷àéíîé ñóììû S.

2.1 Ìîäåëü îäèíî÷íîãî óùåðáà

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé n = 1, X1 = X. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

X = IB, (2.1)

ãäå I− èíäèêàòîðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå, ðàâíîå 1 â
òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè èñê ïðåäúÿâëÿåòñÿ, è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, à
B− ñëó÷àéíûé ðàçìåð ïðåäúÿâëåííîãî èñêà. Îòíîñèòåëüíî ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
I â (2.1) òàêèì îáðàçîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî P (I = 1) = q, P (I = 0) = 1 − q.
Ðàññìîòðèì ïðèìåð.

Â êðàòêîñðî÷íîì ñòðàõîâàíèè æèçíè âåðîÿòíîñòü ñìåðòè çàñòðàõîâàííîãî ëèöà
â ðåçóëüòàòå íåñ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ðàâíà 0.003, à â ðåçóëüòàòå äðóãèõ ïðè÷èí � 0.002.
Ïðè ýòîì âåëè÷èíà ñòðàõîâîãî âîçìåùåíèÿ ðàâíà 10000 ïðè ñìåðòè îò íåñ÷àñòíîãî
ñëó÷àÿ è 5000 ïðè ñìåðòè îò äðóãèõ ïðè÷èí. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

P (I = 1, B = 10000) = 0.003, P (I = 1, B = 5000) = 0.002,
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îòêóäà q = P (I = 1) = 0.005 è ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû B îïðåäåëÿåòñÿ
êàê

P (B = 10000|I = 1) = 0.6, P (B = 5000|I = 1) = 0.4.

Êðîìå òîãî, ñðåäíèé ðàçìåð âûïëàòû ðàâåí E(X|I = 1) = 10000×0.6+5000×0.4 =
8000. Îòñþäà è èç (2.1) âåëè÷èíà

EX = E(X|I = 1)q + E(X|I = 0)(1− q) = E(X|I = 1)q = 40.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå íåòòî-ïðåìèÿ, ðàâíàÿ ñðåäíåìó óùåðáó, ðàâíà
40.

Ðàññìîòðèì äðóãîé, áîëåå ñëîæíûé ïðèìåð. Ïðè ñòðàõîâàíèè àâòîìîáèëåé èçâåñòíî,
÷òî èñê ïðåäúÿâëÿåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ q = 0.1. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàåòñÿ
êàê

FB(x) =


0, åñëè x < 0,

0.8(1− (1− x/2000)2), åñëè x ∈ (0, 2000),
1, åñëè x ≥ 2000,

FB(2000) = 0.2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû èñêà çàäàåòñÿ óñëîâèÿìè

fB(x) =

{
0, åñëè x < 0,

0.0008
(
1− x

2000

)
, åñëè x ∈ (0, 2000).

Ïðèâåäåííûå ñîîòíîøåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî âûïëàòû ñòðàõîâùèêà îãðàíè÷åíû
ëèìèòîì îòâåòñòâåííîñòè, ðàâíûì 2000.

Èç ñîîòíîøåíèÿ

P (X ≤ x) = P (IB ≤ x|I = 0)P (I = 0) + P (IB ≤ x|I = 1)P (I = 1)

ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå F (x) ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ðàâíî

F (x) =


0, åñëè x < 0,

0.9 + 0.08
(
1−

(
1− x/2000

)2)
, åñëè x ∈ (0, 2000),

1, åñëè x ≥ 2000.

Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòè f(0) = P (X = 0) = 0.9, f(2000) = P (X = 2000) = 1− 0.9−
0.08 = 0.02. Êðîìå òîãî,

f(x) = F ′(x) = 0.00008
(
1− x

2000

)
, x ∈ (0, 2000).

Ìîìåíòû ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X â òàêîì ñëó÷àå âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

E(Xk) = 0× f(0) + 2000k × f(2000) +
∫ 2000

0
xkf(x)dx.
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Â ÷àñòíîñòè,

EX = 2000× 0.02 + 0.00008
∫ 2000

0
x
(
1− x

2000

)
dx = 93.333,

E(X2) = 133333.333, V ar(X) = E(X2)− (EX)2 = 124622.2284

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáÿòñÿ èçâåñòíûå èç òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ñëåäóþùèå
ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X, Y :

E(X) = E(E(X|Y )), V ar(X) = V ar(E(X|Y )) + E(V ar(X|Y )). (2.2)

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî åñëè èçâåñòíû ñðåäíåå è äèñïåðñèÿ ïðåäúÿâëÿåìûõ
èñêîâ, òî åñòü èçâåñòíû

µ = E(B), σ2 = V ar(B),

òî â ñèëó ðàâåíñòâ

E(X|I = 0) = 0, V ar(X|I = 0) = 0, E(X|I = 1) = E(B) = µ

ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

E(X|I) = µI, V ar(X|I) = σ2I.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

V ar(E(X|I)) = µ2V ar(I) = µ2q(1− q), E(V ar(X|I)) = σ2q,

EX = µEI = µq, V arX = µ2q(1− q) + σ2q.

Çàìåòèì, ÷òî â ïîñëåäíåì ïðèìåðå ìû ìîãëè áû âû÷èñëÿòü ñðåäíåå è äèñïåðñèþ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, èñõîäÿ èç ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé, òàê êàê

µ = E(X|I = 1) =
∫ 2000

0
xfB(x)dx+ 2000× P (B = 2000) =

∫ 2000

0
0.0008x(1− x

2000
)dx+ 2000× 0.2 = 933.333,

îòêóäà âû÷èñëÿåòñÿ σ2 = E(X2|I = 1)− (E(X|I = 1))2 = 462222.81. Òåïåðü

EX = µq = 93.333, V arX = µ2q(1− q) + σ2q = 124622.2284.

Ïîëó÷åííûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî è äèñïåðñèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
X ïî çàäàííîìó ðàñïðåäåëåíèþ óùåðáà ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü àíàëîãè÷íûå õàðàêòåðèñòèêè
äëÿ ñóììû S ñóììàðíîãî óùåðáà. Ïðåäñòàâëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ IB ìîæåò áûòü äàëåå îáîáùåíî. Íàïðèìåð, äëÿ ñòðàõîâàíèÿ æèçíè
âåëè÷èíà èñêà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê IJB, ãäå èíäèêàòîðíàÿ ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà I ðàâíà 1 â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñìåðòü çàñòðàõîâàííîãî
íàñòóïèëà â ðåçóëüòàòå íåñ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, ïðè ýòîì çíà÷åíèå J ðàâíî 1 â òîì
ñëó÷àå, êîãäà íåñ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðîèçîøåë ïðè èñïîëíåíèè ñëóæåáíûõ îáÿçàííîñòåé.
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2.2 Õàðàêòåðèñòèêè ñóììàðíîãî óùåðáà

Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê îïèñàíèþ S- ñóììû n ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïîñêîëüêó
íàñ èíòåðåñóþò íåîòðèöàòåëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òî â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå
äëÿ n = 2 ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû S = X + Y åñòü ñâåðòêà ôóíêöèé
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X, Y :

FS(s) = (FX ∗ FY )(s) =
∫ s

0
FX(s− y)dFY (y) =

∫ s

0
FY (s− x)dFX(x),

àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ïëîòíîñòè ñóììû:

fS(s) = (fX ∗ fY )(s) =
∫ s

0
fX(s− y)dFY (y) =

∫ s

0
fY (s− x)dFX(x),

â äèñêðåòíîì ñëó÷àå èíòåãðàë çàìåíÿåòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ñóììó. Åñëè Fi-
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Xi, à F k− ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
ñóììû Sk = X1 +X2 + . . .+Xk, òî F k+1 = Fk+1 ∗F k. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñëàãàåìûå
â ñóììå S îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, ôóíêöèÿ F n íàçûâàåòñÿ n−êðàòíîé ñâåðòêîé
ôóíêöèè F è îáîçíà÷àåòñÿ êàê F ∗n. Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî â íåïðåðûâíîì
ñëó÷àå íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ôîðìóëû äëÿ âûðàæåíèÿ ñâåðòêè êàê ïðàâèëî
ïðåäñòàâëÿåò òðóäíóþ çàäà÷ó. Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå ïî çàäàííûì òàáëèöàì ðàñïðåäåëåíèé
fi ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Xi ìîæíî ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñâåðòêè èñõîäÿ
èç ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû

fk+1(s) =
∑
y≤s

fk+1(s− y)fk(y).

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî âû÷èñëèòü ëþáîå çíà÷åíèå äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
S, íî åñëè òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü êà÷åñòâåííîå îïèñàíèå ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, òî â
òàêîì ñëó÷àå ïîëåçíû ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ìîìåíòîâ: ïî îïðåäåëåíèþ, ïðîèçâîäÿùàÿ
ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ ñóììû S åñòü

MS(t) = EetS = E(etX1etX2 · · · etXn).

Äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, X2, . . . Xn âåëè÷èíà

MS(t) = MX1(t)MX2(t) · · ·MXn(t).

Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóþòñÿ ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ìîìåíòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ
òèïîâ ðàñïðåäåëåíèé. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ
ìîìåíòîâ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì ðàñïðåäåëåíèåì, à ñ äðóãîé, ïî çàäàííîé ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèè ìîìåíòîâ ìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü ðàñïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì
òàêîé ïðèìåð.

Ïóñòü òðè íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûåXi âåëè÷èíû ðàñïðåäåëåíû ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó
çàêîíó ñ ïàðàìåòðàìè λi = i, i = 1, 2, 3. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
ñóììû S = X1 +X2 +X3.
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ èñêîìîé ïëîòíîñòè îïðåäåëèì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ êàæäîãî
ñëàãàåìîãî Xi : ïîñêîëüêó ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Xi ðàâíà
fXi

= λie
−λix, òî

MXi
(t) = λi

∫ ∞

0
etx−λixdx =

λi

λi − t
, t < λi.

Èç íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíXi ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ñóììû
S = X1 +X2 +X3 åñòü

MS(t) =
∏
i

λi

λi − t
.

Òåïåðü èñêîìóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ áóäåì èñêàòü â âèäå

fS(x) =
∑

i

ciλie
−λix,

ãäå êîýôôèöèåíòû ci íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ

∑
i

ciλi

λi − t
=

∏3
i=1 λi∏3

i=1(λi − t)
⇐⇒

⇐⇒ c1λ1(λ2 − t)(λ3 − t) + c2λ2(λ1 − t)(λ3 − t) + c3λ3(λ1 − t)(λ2 − t)∏3
i=1(λi − t)

=

∏3
i=1 λi∏3

i=1(λi − t)

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ λi â äàííîå ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì: c1 = 3, c2 =
−3, c3 = 1. Òåïåðü íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ äëÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ ïëîòíîñòüþ fS(t) = 3e−x−6e−2x+3e−3x ñîâïàäàåò ñ íàéäåííîé
íàìè ôóíêöèåé MS(t).

Çàìåòèì, ÷òî ïëîòíîñòü fS(t) ìû ìîãëè áû íàéòè íåïîñðåäñòâåííî, ïîñëåäîâàòåëüíî
íàõîäÿ ñâåðòêè:

f1 ∗ f2(s) = 2
∫ s

0
e−(s−x)e−2xdx = 2e−s(1− e−s),

fS(s) = f1 ∗ f2 ∗ f3(s) = 6
∫ s

0
(e−(s−x) − e−2(s−x))e−3xdx = 3e−s − 6e−2s + 3e−3s.

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìà ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ìîìåíòîâ
áóäåì äàëåå èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå φ(t) = lnMX(t). Ôóíêöèÿ φ(t) ïîçâîëÿåò
âû÷èñëÿòü ïåðâûå òðè ìîìåíòà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X :

φ
′
(0) = EX, φ(k)(0) = mk = E(X − EX)k, k = 2, 3.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó

MX(0) = 1, φ′(t) = M
′

X(t)/MX(t),
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òî φ′(0) = EX. Àíàëîãè÷íî ñîîòíîøåíèÿ

φ(2)(t) =
M

(2)
X (t)MX(t)−M

′
X(t)2

MX(t)2
,

φ(3)(t) =
M

(3)
X (t)MX(t)3 − 3M

(2)
X (t)M

′
X(t)MX(t)2 + 2MX(t)M

′
X(t)3

MX(t)4

äàþò ðàâåíñòâà äëÿ âòîðîãî è òðåòüåãî öåíòðàëüíûõ ìîìåíòîâ:

φ(2)(0) = V arX, φ(3)(0) = E(X − EX)3.

Òðåòèé ñïîñîá îïèñàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû S ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè áîëüøîì
çíà÷åíèè n è íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ ñëàãàåìûõX1, X2, . . . Xn

íîðìèðîâàííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

S − ES√
V ar(S)

ñ÷èòàåòñÿ íîðìàëüíîé ñòàíäàðòíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Íà ïðàêòèêå
ïðîâåðêîé íåçàâèñèìîñòè è ñðàâíåíèåì ðàñïðåäåëåíèé ñëàãàåìûõXi ÷àñòî ïðåíåáðåãàþò,
ïîñêîëüêó ïðàêòè÷åñêè òàêàÿ ïðîâåðêà áûâàåò çàòðóäíèòåëüíîé. Êðîìå òîãî, íîðìàëüíàÿ
àïïðîêñèìàöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ S áûâàåò åäèíñòâåííûì âûõîäîì èç ïîëîæåíèÿ ïðè
íåäîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêå.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì, êàê ìîæíî èñïîëüçîâàòü íîðìàëüíóþ àïïðîêñèìàöèþ äëÿ
îòâåòà íà âîïðîñ, êàêîâ äîëæåí áûòü ðàçìåð ñîáðàííûõ ïðåìèé, ÷òîáû ñ çàäàííîé
âåðîÿòíîñòüþ p åãî õâàòèëî äëÿ âûïëàò ïî èñêàì. Âåëè÷èíó ïðåìèè, ñîîòâåòñòâóþùóþ
óùåðáóXi, áóäåì ïðåäñòàâëÿòü â âèäå (1+θ)EXi. Çäåñü θ - òàê íàçûâàåìàÿ îòíîñèòåëüíàÿ
áåçîïàñíàÿ íàãðóçêà, à θEXi - áåçîïàñíàÿ íàãðóçêà íà íåòòî-ïðåìèþ, êîòîðàÿ ðàâíà
EXi. Ñóììàðíàÿ áåçîïàñíàÿ íàãðóçêà òàêèì îáðàçîì ðàâíà θES. Äëÿ çíà÷åíèÿ
p = 0.95 áóäåì èñêàòü âåëè÷èíó θ èç ðàâåíñòâà

P (S ≤ (1 + θ)ES) = 0.95,

êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî

P
( S − ES√

V ar(S)
≤ θES√

V ar(S)

)
= 0.95.

Äëÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ 95-ÿ ïðîöåíòèëü ðàâíà 1.645, îòêóäà
è èç ðàâåíñòâà

θES√
V ar(S)

= 1.645.
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ïîëó÷àåì çíà÷åíèå âåëè÷èíû θ. Åñëè ñëàãàåìûåXi íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû,
òî âåëè÷èíà

θ =
1.645

√
nV ar(X)

nEX
.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ñ ðîñòîì n çíà÷åíèå âåëè÷èíû θ óáûâàåò ñî ñêîðîñòüþ
1/
√
n. Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ íîðìàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

S, âçÿòûé íàìè èç [1].
Âåëè÷èíà èñêîâ â àâòîìîáèëüíîì ñòðàõîâàíèè ïîä÷èíÿåòñÿ óñå÷åííîìó ýêñïîíåíöèàëüíîìó

ðàñïðåäåëåíèþ, äëÿ êîòîðîãî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

F (x) =


0, åñëè x < 0,

1− e−λx, åñëè x ∈ (0, L)
1, åñëè x ≥ L

Îáëàäàòåëè ïîëèñîâ ðàñïðåäåëåíû ïî äâóì êàòåãîðèÿì. Äëÿ k−é êàòåãîðèè
(k = 1, 2) êîëè÷åñòâî êëèåíòîâ ðàâíî nk, âåðîÿòíîñòü ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ ðàâíà qk,
ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû èñêà ðàâíû λk, è Lk, çíà÷åíèÿ ïåðå÷èñëåííûõ
ïàðàìåòðîâ ïðèâåäåíû â òàáëèöå:

k nk qk λk Lk

1 500 0.1 1 2.5
2 2000 0.05 2 5

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü çíà÷åíèå îòíîñèòåëüíîé áåçîïàñíîé íàãðóçêè θ, ïðè êîòîðîì
âåðîÿòíîñòü ïðåâûøåíèÿ ñóììàðíîãî èñêà âåëè÷èíû ñóììàðíîé ïðåìèè ðàâíî 0.05.

Çäåñü ñóììàðíûé èñê S ðàçáèâàåòñÿ íà ñóììó S1 + S2, ñîîòâåòñòâóþùóþ äâóì
êàòåãîðèÿì ñòðàõîâàòåëåé. Êàæäàÿ èç ñóìì Sk, k = 1, 2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó
nk íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èñêîâ ñî ñðåäíèì
µk è äèñïåðñèåé σ2

k :

µk =
∫ Lk

0
xλke

−λkxdx+ Lke
−λkLk =

1− e−λkLk

λk

,

σ2
k =

∫ Lk

0
x2λke

−λkxdx+ L2
ke
−λkLk − µ2

k =
1− 2λkLke

−λkLk − e−2λkLk

λ2
k

.

Åñëè òåïåðü Xk− ïðîèçâîëüíîå ñëàãàåìîå èç ñóììû Sk, k = 1, 2, òî èç ðàâåíñòâ
EXk = qkµk, V arXk = µ2

kqk(1− qk) + σ2
kqk ïîëó÷èì

EX1 = 0.09179, EX2 = 0.025, V arX1 = 0.13411, V arX2 = 0.02436.

Îòñþäà

ES = n1EX1 + n2EX2 = 95.89, V arS = n1V arX1 + n2V arX2 = 115.78,
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è âåëè÷èíà

θ =
1.645

√
115.78

95.89
= 0.1846.

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ïðèìåðå íåòòî-ïðåìèÿ ðàâíà ES = 95.89, à ïðåìèÿ ñ ó÷åòîì
áåçîïàñíîé íàãðóçêè ðàâíà (1 + θ)ES = 113.5913.

2.3 Çàäà÷è

1. Ïóñòü òðè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Xi íåçàâèñèìû è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà
èíòåðâàëå (0, 1). Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû S = X1 +X2 +X3.

Ðåøåíèå. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ êàæäîãî ñëàãàåìîãî Xi åñòü f(x) = 1, x ∈
(0, 1). Òîãäà äëÿ s ∈ (0, 1) ïðîèçâåäåíèå

f(s− x)f(x) = 1 ⇐⇒ x ∈ (0, s).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ s ∈ (0, 1) çíà÷åíèå f ∗2(s) =
∫ s
0 dx = s. Åñëè æå s ∈ (1, 2), òî

f(s− x)f(x) = 1 ⇐⇒ x ∈ (s− 1, 1).

Çíà÷èò, ïðè òàêèõ x âåëè÷èíà f ∗2(s) =
∫ 1
s−1 dx = 2−s. Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëèëè

ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ X1 + X2. Òåïåðü äëÿ s ∈ (0, 1)
ñâåðòêà

f ∗3(s) =
∫ s

0
f ∗2(x)f(s− x)dx =

∫ s

0
xdx = s2/2.

Åñëè s ∈ (1, 2), òî

f ∗3(s) =
∫ 1

s−1
(s− x)dx+

∫ s−1

0
(2− s+ x)dx =

2s− s2

2
+

4s− s2 − 3

2
=
−2s2 + 6s− 3

2
.

íàêîíåö äëÿ s ∈ (2, 3)

f ∗3(s) =
∫ 1

s−2
(2− s+ x)dx =

(s− 3)2

2
.

2. Íàéòè çíà÷åíèå p èç óñëîâèÿ f1 ∗ f2 ∗ f3(4) = 0.1,åñëè äëÿ íåçàâèñèìûõ
äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, X2, X3 èìåþòñÿ çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåé fi(x) :

x f1(x) f2(x) f3(x)
0 0.4 0.5 p
1 0.4 0.3 1− p
2 0.2 0.2 0
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Îáîçíà÷èì f1 ∗ f2 ÷åðåç g, òîãäà èç òàáëèöû ñëåäóåò, ÷òî:
f1 ∗ f2 ∗ f3(4) = g(2) ∗ f3(2) + g(3) ∗ f3(1) + g(4) ∗ f3(0).

Ïðè ýòîì:
g(4) = f1(2) ∗ f2(2), g(3) = f1(1) ∗ f2(2) + f1(2) ∗ f2(1),

g(2) = f1(0) ∗ f2(2) + f1(1) ∗ f2(1) + f1(2) ∗ f2(0).

Ïîñêîëüêó

g(3) = 0.14, g(4) = 0.04, f3(1) = 1− p, f3(0) = p,

òî îòñþäà è èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî 0.14 · (1 − p) + 0.04 · p = 0.1, èç ÷åãî
íàõîäèì p = 0.4.

3. Ïðè ñòðàõîâàíèè îò îãíÿ èçâåñòíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ ðàâíà
0.01, à âåëè÷èíà ñòðàõîâîãî âîçìåùåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó,
ðàñïðåäåëåííóþ ïî çàêîíó Ïàðåòî ñ ïëîòíîñòüþ αxα

0/x
α+1, x > x0. Ïðåäïîëàãàÿ

íåçàâèñèìîñòü ïðåäúÿâëÿåìûõ èñêîâ, ïðè êîëè÷åñòâå ñòðàõîâàòåëåé, ðàâíîì 10000,
è çíà÷åíèè ïàðàìåòðà α = 3, x0 = 10, îïðåäåëèòü öåíó ïîëèñà, åñëè ñòðàõîâàÿ
êîìïàíèÿ íàìåðåâàåòñÿ áûòü ñïîñîáíîé ïîêðûòü âñå èñêè ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå ìåíåå
0.95.

Ðåøåíèå. ÅñëèX = IB- ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èñêà, òî ñðåäíåå ñòðàõîâîå âîçìåùåíèå
ðàâíî

µ =
∫ ∞

x0

αxα
0/x

αdx = 15,

Äàëåå,
E(X2|I = 1) =

∫ ∞

x0

αxα
0/x

α−1dx = αxα
0/(α− 2) = 300.

σ2 = E(X2|I = 1)− µ2 = 300− 225 = 75.

Îòñþäà
EX = µq = 0.15, V arX = µ2q(1− q) + σ2q = 2.9775.

Âåëè÷èíà îòíîñèòåëüíîé ñòðàõîâîé íàãðóçêè θ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

θ ≥ 1.645
√
nV arX

nEX
= 0.1892.

Ñëåäîâàòåëüíî, öåíà ïîëèñà äîëæíà áûòü íå ìåíåå 0.15× 1.1892 = 0.1784.

4. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X åñòü

MX(t) = (1− 2t)−5, t < 0.5.

à. Îïðåäåëèòü õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.
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á. Íàéòè EX, V arX.
â. Îïðåäåëèòü âåëè÷èíó z èç óñëîâèÿ P (X > z) = 0.05.

Ðåøåíèå. à. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, èìåþùóþ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ
ïàðàìåòðàìè α, β, åå ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ åñòü

f(x) =
βα

Γ(α)
xα−1e−βx.

Òîãäà äëÿ íåå ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ åñòü∫ ∞

0
etxf(x)dx =

βα

Γ(α)(β − t)α

∫ ∞

0
e−(β−t)x((β − t)x)α−1d((β − 1)x) =

=
( β

β − t

)α
, t < β,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò íàøåìó âûðàæåíèþ ïðè α = 5, β = 1/2. Òàêèì îáðàçîì,
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ óêàçàííûìè ïàðàìåòðàìè.

á. Äëÿ ôóíêöèè φ(t) = lnMX(t) èìååì

EX = φ
′
(0) = 10, V arX = φ

′′
(0) = 20.

â. Çàìåòèì, ÷òî ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ïðè α = n/2, β = 1/2 ñîâïàäàåò ñ
χ2-ðàñïðåäåëåíèåì ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Â íàøåì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX èìååò χ2-ðàñïðåäåëåíèå ñ 10 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Èç òàáëèöû
äîâåðèòåëüíûõ ãðàíèö äëÿ χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî çíà÷åíèå z ðàâíî 18.3.
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Ãëàâà 3

Ìîäåëè êîëëåêòèâíîãî ðèñêà

Â ìîäåëÿõ êîëëåêòèâíîãî ðèñêà ðàññìàòðèâàåòñÿ âåñü ïîðòôåëü ïîëèñîâ, èìåþùèõñÿ
â ðàñïîðÿæåíèè ñòðàõîâùèêà, ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ èñêîâ çàðàíåå íåèçâåñòíî
è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó. Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî
ðàçäåëà ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü áîëåå îáùóþ ìîäåëü ñóììàðíîãî èñêà â âèäå

S = X1 +X2 + . . . XN ,

ãäå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíûN,X1, X2, . . . XN íåçàâèñèìû, ïðè÷åì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
X1, X2, . . . XN îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âåëè÷èíû èñêîâ. Èç
ñêàçàííîãî âûòåêàåò, ÷òî îáùèé èñê S îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ õàðàêòåðèñòèêàìè: ðàñïðåäåëåíèåì
äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû N è ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
Xi.

3.1 Ðàñïðåäåëåíèå ñóììàðíîãî èñêà

Äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììàðíîãî èñêà ïðèìåíèì àïïàðàò ïðîèçâîäÿùèõ
ôóíêöèé ìîìåíòîâ. Ïîñêîëüêó ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Xi îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû,
òî âìåñòîXi âñþäó äàëåå áóäåì ïèñàòü ïðîñòîX.Îáîçíà÷èì k−é ìîìåíò ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû X ÷åðåç pk :

pk = E(Xk).

Òîãäà èç (2.2) ñëåäóåò:

ES = E(E(S|N)) = p1 · EN, V arS = E(V ar(S|N)) + V ar(E(S|N)) =

= E(N · V ar(X)) + V ar(p1 ·N) =

= E(N) · V arX + p2
1 · V arN = (p2 − p2

1) · EN + p2
1 · V arN.

Àíàëîãè÷íî âûâîäèòñÿ âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ìîìåíòîâ ñóììàðíîãî
èñêà S:

MS(t) = EetS = E(E(etS|N)) = E(MX(t)N) = E(eN ln MX(t)) =
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= MN(lnMX(t)) = MN(φX(t)),

îòêóäà
φS(t) = φN(φX(t)).

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âûðàæåíèå äëÿ MS(t) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðàñïðåäåëåíèå
ñëó÷àéíîé ñóììû S èëè îïèñàòü ñâîéñòâà ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ðàññìîòðèì ïðèìåð.

Ïóñòü N èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì q :

P (N = n) = pqn, n = 0, 1, 2, . . . ,

ãäå 0 < q < 1, p = 1− q. Òîãäà

MN(t) = EetN =
∞∑

n=0

p(qet)n =
p

1− qet
,

îòêóäà
MS(t) =

p

1− qMX(t)
.

Åñëè çäåñü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì
λ, òî MX(t) = λ

(λ−t)
, t < λ, è òîãäà ïðè t < λ ôóíêöèÿ

MS(t) = p/(1− q
λ

λ− t
) = (pλ− pt)/(λp− t) =

λp(p+ q)− pt

λp− t
= p+ q

λp

λp− t
.

Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ñóììàðíûé èñê S èìååò ñìåøàííîå ðàñïðåäåëåíèå
è ïîçâîëÿåò ëåãêî ïîäîáðàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ FS(x):

FS(x) =


0, åñëè x < 0,
p, åñëè x = 0

p+ q · (1− e−λpx), åñëè x > 0

Ïîñëåäíåå ñïðàâåäëèâî, ïîñêîëüêó äëÿ ýòîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäÿùàÿ
ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ åñòü

p · et·0 + qλ ·
∫ ∞

0
pe−λpx+txdx = p+ q

λp

λp− t
,

÷òî ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì äëÿ MS(t).
Äëÿ íåêîòîðûõ ðàñïðåäåëåíèé èíäèâèäóàëüíîãî èñêà âèä ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé

ñóììû S ìîæíî ïîëó÷èòü ïðÿìûì ìåòîäîì, èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ S, ò.å. èñõîäÿ
èç îáùåãî ðàâåíñòâà äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû S :

F (x) = P (S ≤ x) =
∞∑

n=0

P (S ≤ x|N = n)P (N = n) =
∞∑

n=0

P ∗n(x)P (N = n).
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Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ S èìååò âèä

f(x) =
∞∑

n=0

p∗n(x)P (N = n).

Â ýòîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòè p∗n(x) = P (X1 +X2 + . . . Xn = x) ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû
ïî ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì

p∗(n+1)(x) =
∑
y≤x

p(y)p∗n(x− y).

Ýòè ôîðìóëû äëÿ íåêîòîðûõ ñëó÷àåâ íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé èíäèâèäóàëüíîãî
èñêà X ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèé âèä ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ p∗n(x).
Íàïðèìåð, äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì λ ôóíêöèÿ

p∗n(x) = λne−λx xn−1

(n− 1)!
.

Äëÿ ñëó÷àÿ îäíîãî ñëàãàåìîãî â ñóììå S, ò.å. ïðè n = 1, äàííîå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò
p(x) = λe−λx, è åñëè ïðåäïîëîæèòü åãî ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n, òî
ïðè n+ 1 ïî îïðåäåëåíèþ ïëîòíîñòü

p∗(n+1)(s) = λ
∫ s

0
p∗n(s− x)e−xdx = λn+1

∫ s

0

e−(s−x)(s− x)(n−1)

(n− 1)!
e−xdx =

= λn+1 e−s

(n− 1)!

∫ s

0
(s− x)(n−1)dx = λn+1e−s s

n

n!
,

îòêóäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü âûðàæåíèÿ äëÿ p∗n(x) ïðè âñÿêîì íàòóðàëüíîì
n. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X
âåðîÿòíîñòü

P (S > s|N = n) = λn
∫ ∞

s

e−xxn−1

(n− 1)!
dx = −λn

(
e−xxn−1

(n− 1)!

∣∣∣∞
s

+
∫ ∞

s

e−xxn−2

(n− 2)!
dx

)
=

= λn

(
e−ssn−1

(n− 1)!
+
e−ssn−2

(n− 2)!
+ . . .+ e−s

)
,

îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî

1− FS(s) =
∞∑

n=1

P (N = n)P (S > s|N = n) =
∞∑

n=1

λnP (N = n)
n−1∑
i=0

e−s s
i

i!
.
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3.2 Ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà èñêîâ

Ïåðâîå ðàñïðåäåëåíèå, êîòîðîå ìû ðàññìîòðèì - ýòî ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà:

P (N = n) = e−λλ
n

n!
, n = 0, 1, 2, . . .

Â òàêîì ñëó÷àå EN = V arN = λ, ïîýòîìó äëÿ ïóàññîíîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà
N

ES = λp1, V arS = λp2. (3.1)

Íåòðóäíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè:

MN(t) = eλ(et−1),

îòêóäà
MS(t) = eλ(MX(t)−1). (3.2)

Âñþäó äàëåå áóäåì íàçûâàòü òàêóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó S ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé,
èìåþùåé îáîáùåííîå ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà. Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ
äâóìÿ õàðàêòåðèñòèêàìè: çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà λ è ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ P (x)
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûX.Íåäîñòàòêîì îáîáùåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà ÿâëÿåòñÿ
ñîâïàäåíèå ñðåäíåãî è äèñïåðñèè ÷èñëàN. Â ÷àñòíîñòè, êîãäà äèñïåðñèÿ ñóùåñòâåííî
ïðåâîñõîäèò ñðåäíåå äëÿ N , òî äàííîå ðàñïðåäåëåíèå íå ïîäõîäèò äëÿ îïèñàíèÿ
ñóììàðíîãî èñêà.

Ðàññìîòðèì äðóãîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà èñêîâN - îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå:

P (N = n) = fn · prqn, n = 0, 1, 2, . . . ,

ãäå âåëè÷èíû

fn = Cn
r+n−1 =

(
r + n− 1

n

)
=
r(r + 1) . . . (r + n− 1)

n!

ñóòü êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè

f(x) = (1− x)−r

ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà: f (n)(0) = r(r+1) . . . (r+n−1). Ýòî ðàñïðåäåëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ
äâóìÿ ïàðàìåòðàìè r > 0 è p ∈ (0, 1), q = 1 − p. Ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îòðèöàòåëüíîãî áèíîìèàëüíîãî ïðè çíà÷åíèè r = 1. Èç
ðàâåíñòâà

(1− x)−r =
∞∑

n=0

(
r + n− 1

n

)
xn, |x| < 1

ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ìîìåíòîâ îòðèöàòåëüíîãî áèíîìèàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ:

MN(t) =
∞∑

n=0

(
r + n− 1

n

)
prqnetn =
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pr
∞∑

n=0

(
r + n− 1

n

)
(qet)n = pr(1− qet)−r =

( p

1− qet

)r
, qet < 1.

Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èòü

φN(t) = r ln p− r ln(1− qet), φ
′

N(t) =
rqet

1− qet
,

φ
′′

N(t) =
rqet(1− qet) + rq2e2t

(1− qet)2
=

rqet

(1− qet)2
, qet < 1.

Ñëåäîâàòåëüíî,
EN =

rq

p
, V arN =

rq

p2
.

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ EN < V arN.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñóììàðíûé èñê S èìååò îáîáùåííîå îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå, åñëè ÷èñëî èñêîâ èìååò îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå,
à ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû èíäèâèäóàëüíûõ èñêîâ íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû.

Îáîáùåííîå îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè
r, p è ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ èíäèâèäóàëüíîãî èñêà P (x). Äëÿ ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèè ìîìåíòîâ îáîáùåííîãî îòðèöàòåëüíîãî áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

MS(t) =
( p

1− qMX(t)

)r
, (3.3)

φS(t) = r ln p− r ln(1− qMX(t)), φ
′

S(t) = rq
M

′
X(t)

1− qMX(t)
,

φ
′′

S(t) = rq
M

′′
X(t)(1− qMX(t)) + q(M

′
X(t))2

(1− qMX(t))2
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

ES = rq
p1

p
, V arS = rq(

p2

p
+ q

p2
1

p2
). (3.4)

Ìû ðàññìîòðåëè íåêîòîðûå ïðèìåðû ðàñïðåäåëåíèé ÷èñëà èñêîâ. Ïðèâåäåì â
òàáëèöå îñíîâíûå ñâîéñòâà ýòèõ è íåêîòîðûõ äðóãèõ ðàñïðåäåëåíèé:

Ðàñïðåäåëåíèå N P (N = n) EN V arN MN(t)
Áåðíóëëè npn + (1− n)q1−n p pq pet + q

q = 1− p, n ∈ {0, 1}
Áèíîìèàëüíîå

(
m
n

)
pnqm−n pm pqm (pet + q)m

Ãåîìåòðè÷åñêîå pqn q/p q/p2 p/(1− qet)

Ïóàññîíîâñêîå e−λλn/n! λ λ eλ(et−1)

Îòðèöàòåëüíîå
(

r+n−1
n

)
prqn rq/p rq/p2 (p/(1− qet))r

áèíîìèàëüíîå
Ëîãàðèôìè÷åñêîå −pn/(n ln q) −p/(q ln q) −p/(q2 ln q) ln(1− pet)/ ln q
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3.3 Ïðèìåðû ðàñïðåäåëåíèÿ èíäèâèäóàëüíûõ èñêîâ

Ïðè èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ ðàñïðåäåëåíèé èíäèâèäóàëüíûõ èñêîâ âñå çàâèñèò îò
ïðèðîäû âîçìîæíûõ óùåðáîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ñòðàõîâàíèè êîñìè÷åñêèõ ðèñêîâ
âîçìîæíûå óùåðáû èìåþò ðàñïðåäåëåíèå, îòëè÷íîå îò ðàñïðåäåëåíèÿ óùåðáîâ â
àâòîìîáèëüíîì èëè â ìåäèöèíñêîì ñòðàõîâàíèè. Ðàññìîòðèì íåáîëüøîé êðóã ïðèìåðîâ
ðàñïðåäåëåíèÿ èíäèâèäóàëüíûõ èñêîâ.

Ïðè ñòðàõîâàíèè îò îãíÿ ïîñëåäñòâèÿ êàê äëÿ ïîòåðïåâøåãî âëàäåëüöà ïîâðåæäåííîãî
îáúåêòà, òàê è äëÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè ìîãóò îêàçàòüñÿ âåñüìà òÿæåëûìè, ïîýòîìó
òàêîãî ðîäà óùåðáû îïèñûâàþòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿìè ñ "òÿæåëûìè õâîñòàìè,"òî åñòü
ïëîòíîñòü òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ óáûâàåò äîñòàòî÷íî ìåäëåííî ïðè ñòðåìëåíèè
àðãóìåíòà ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïðèìåðàìè òàêèõ ðàñïðåäåëåíèé ÿâëÿþòñÿ ëîãíîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå, ðàñïðåäåëåíèå Ïàðåòî è ñìåñü ýêñïîíåíöèàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ
ïëîòíîñòüþ âèäà p(x) =

∑
piαie

−αix,
∑
pi = 1.

Â àâòîìîáèëüíîì ñòðàõîâàíèè ðåçóëüòàòîì äîðîæíîãî èíöèäåíòà ÿâëÿþòñÿ, êàê
ïðàâèëî, ìåíåå çíà÷èòåëüíûå ñ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ïîñëåäñòâèÿ. Êðîìå
òîãî, ñòàòèñòèêà ïî òàêèì ïðîèñøåñòâèÿì ãîðàçäî áîëåå áîãàòà è ïîýòîìó âîçìîæíûå
èñêè ìîãóò áûòü ïðåäñêàçàíû áîëåå òî÷íî. Â ñèëó ýòèõ îáñòîÿòåëüñòâ èíäèâèäóàëüíûå
èñêè â àâòîìîáèëüíîì ñòðàõîâàíèè ïðèíÿòî îïèñûâàòü ãàììà-ðàñïðåäåëåíèåì, ïàðàìåòðû
ðàñïðåäåëåíèÿ ïîäáèðàþòñÿ ïî èìåþùåéñÿ ñòàòèñòèêå.

Â íèæåñëåäóþùåé òàáëèöå ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ïðèìåðû ðàñïðåäåëåíèé èíäèâèäóàëüíûõ
èñêîâ è èõ îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè.

Ðàñïðåäåëåíèå X f(x) EX V arX MX(t)
Ýêñïîíåíöèàëüíîå λe−λx 1/λ 1/λ2 λ/(λ− t)

Ãàììà βαxα−1e−βx/Γ(α) α/β α/β2 ( β
β−t

)α

Íîðìàëüíîå 1√
2πσ

e−0.5((x−a)/σ)2 a σ2 eat+0.5σ2t2

Ëîãíîðìàëüíîå 1
x
√

2πσ
e−0.5((ln x−a)/σ)2 ea+0.5σ2

e2a+σ2
(eσ2 − 1) -

Ïàðåòî α/(1 + x)α+1 1
α−1

α
[(α−1)2(α−2)]

-
Âåéáóëëà αxα−1e−xα

Γ(1 + 1
α
) Γ(1 + 2

α
) -

3.4 Ñâîéñòâà îáîáùåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà

Åñëè ïàðàìåòð λ, îïðåäåëÿþùèé ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíóN, íå ÿâëÿåòñÿ ôèêñèðîâàííîé
âåëè÷èíîé, à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Λ, òî ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà
èñêîâ N ÿâëÿåòñÿ ñìåøàííûì ðàñïðåäåëåíèåì. Òàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ,
êîãäà, íàïðèìåð, ñòðàõîâàòåëè ðàçáèòû íà íåîäíîðîäíûå ãðóïïû, äëÿ êàæäîé èç
êîòîðûõ õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîãî ÷èñëà èñêîâ ðàçëè÷íû. Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
Λ èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ u(λ, ) òî äëÿ òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

E(N |Λ) = V ar(N |Λ)) = Λ,
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P (N = n) =
∫ ∞

0
P (N = n|Λ = λ)u(λ)dλ =

∫ ∞

0
e−λλ

n

n!
u(λ)dλ.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

EN = E(E(N |Λ)) = E(Λ), V arN = E(Λ) + V ar(Λ).

òî åñòü, êàê è äëÿ îòðèöàòåëüíîãî áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ EN < V arN.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî

MN(t) = E(etN) = E(E(etN |Λ)) = E(eΛ(et−1)) = MΛ(et − 1).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ìîìåíòîâ ñóììàðíîãî èñêà S

MS(t) = MΛ(MX(t)− 1), φS(t) = φΛ(MX(t)− 1).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð.
Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Λ èìååò ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè α, β,

òî åñòü ïëîòíîñòü u(x) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Λ åñòü

u(x) =
βα

Γ(α)
xα−1e−βx, x > 0.

Çäåñü
Γ(α) =

∫ ∞

0
xα−1e−xdx−

ãàììà-ôóíêöèÿ ñ ïàðàìåòðîì α. Ïðè α = n/2, β = 1/2 ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå
ÿâëÿåòñÿ χ2-ðàñïðåäåëåíèåì ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Äëÿ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäÿùàÿ
ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ

MΛ(t) =
( β

β − t

)α
, t < β,

ñëåäîâàòåëüíî,

MN(t) =
( β

β + 1− et

)α
=
( β/(β + 1)

1− et/(β + 1)

)α
=
( β/(β + 1)

1− (1− β/(β + 1))et

)α
,

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàN èìååò îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
ñ ïàðàìåòðàìè r = α, p = β/(β + 1), q = 1/(β + 1). Êðîìå òîãî,

MS(t) =
( β

β + 1−MX(t)

)α
, φS(t) = α ln β − α ln(β + 1−MX(t)),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

ES =
αp1

β
, V arS =

αp2

β
+
αp2

1

(β)2
.

Âåðíåìñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà ïàðàìåòð ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà ÿâëÿåòñÿ ôèêñèðîâàííîé
âåëè÷èíîé. Ñïðàâåäëèâà
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Òåîðåìà 3 Åñëè íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå ñóììû Si, i = 1, 2, . . .m èìåþò îáîáùåííîå
ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðàìè λi è ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû
èñêîâ Pi(x), òî ñóììà

S = S1 + S2 + . . . Sm (3.5)

èìååò îáîáùåííîå ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì

λ =
m∑

i=1

λi

è ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû èñêà

P (x) =
m∑

i=1

λi

λ
Pi(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (3.2) è íåçàâèñèìîñòè ñóìì Si èìååì

MS(t) =
m∏

i=1

MSi
(t) = exp{

m∑
i=1

λi(MSi
(t)− 1)}.

Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïåðåïèøåì â âèäå

MS(t) = exp{λ[
m∑

i=1

λi

λ
MSi

(t)− 1]},

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ MS(t) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ìîìåíòîâ
ñëó÷àéíîé ñóììû, èìåþùåé îáîáùåííîå ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ
è ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí èñêà P (x).

Ëåììà 2 Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Ni, i = 1, 2, . . .m íåçàâèñèìû è èìåþò ïóàññîíîâñêîå
ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè λi. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåùåñòâåííûõ êîýôôèöèåíòîâ
x1, x2, . . . xm ñóììà

S =
m∑

i=1

xiNi (3.6)

èìååò îáîáùåííîå ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì

λ =
m∑

i=1

λi

ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû èíäèâèäóàëüíîãî èñêà ðàâíî

p(x) =

{
λi

λ
, åñëè x = xi ∈ {x1, x2, . . . xm}

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî êàæäîå ñëàãàåìîå â ñóììå (3.6) èìååò îáîáùåííîå
ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λi è ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé èñêà, ïðèíèìàþùåé
çíà÷åíèå xi ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Òåïåðü îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 3.
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3.5 Òî÷íûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðîâ îáîáùåííîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà â äèñêðåòíîì ñëó÷àå

Åñëè â îáîáùåííîì çàêîíå Ïóàññîíà èìååò ìåñòî äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû
èñêà, òî ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå òåîðåìå 3. Èìåííî, ïóñòü èíäèâèäóàëüíûå
èñêè, êàê è ðàíåå, íåçàâèñèìû, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû è ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ
x1, x2, . . . xm ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðîÿòíîñòÿìè

πi = p(xi). (3.7)

Ïóñòü äàëåå Ni-êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ â ñóììå S, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèå xi. Òîãäà
ñóììà

S = x1Ni + x2N2 + . . . xmNm. (3.8)

Ïðè ýòîì, êîíå÷íî, âåëè÷èíà N = N1 +N2 + . . . Nm. Â îáùåì ñëó÷àå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû çàâèñèìû, íî äëÿ îáîáùåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà ýòè ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû îêàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Ïðåæäå ÷åì äîêàçûâàòü ýòîò èíòåðåñíûé
ôàêò, ðàññìîòðèì ïîëèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå è ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðîèçâîäÿùóþ
ôóíêöèþ ìîìåíòîâ. Ïóñòü ïðîèçâîäèòñÿ n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé, êàæäîå èñïûòàíèå
èìååò m âîçìîæíûõ èñõîäîâ i = 1, 2, . . .m, ïðè ýòîì πi - âåðîÿòíîñòü èñõîäà i,
íå çàâèñèò îò íîìåðà èñïûòàíèÿ. Äàëåå, Ni- ñëó÷àéíîå êîëè÷åñòâî èñïûòàíèé ñ
èñõîäîì i. Òîãäà

m∑
i=1

πi = 1,
m∑

i=1

Ni = n

à ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí N1, N2, . . . Nm îïðåäåëÿåòñÿ êàê

P (N1 = n1, N2 = n2, . . . , Nm = nm) =
n!

n1!n2! · · ·nm!
πn1

1 π
n2
2 · · ·πnm

m ;

Òîãäà ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ äëÿ òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ
êàê

M(N1,N2,...,Nm)(t1, t2, . . . , tm) = E{exp
m∑

i=1

tiNi} = (π1e
t1 + π2e

t2 · · ·+ πme
tm)n =

=
∑

(n1,n2,...,nm):
∑

i
ni=n

n!

n1!n2! · · ·nm!
(π1e

t1)n1(π2e
t2)n2 · · · (πme

tm)nm

Òàêèì îáðàçîì ïîëèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì èñïûòàíèé
n è íàáîðîì âåðîÿòíîñòåé {πi, i = 1, 2, . . . ,m}. Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 4 Åñëè ñóììà (3.5) èìååò îáîáùåííîå ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà, îïðåäåëÿåìîå
ïàðàìåòðîì λ è äèñêðåòíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåëè÷èí èñêîâ (3.7), òî ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû N1, N2, . . . , Nm íåçàâèñèìû è èìåþò ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè
λi = λπi.
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Äîêàçàòåëüñòâî.Îïðåäåëèì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ìîìåíòîâ ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíN1, N2, . . . , Nm.Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ýòè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
îïðåäåëåíû òàê æå, êàê ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû â ïîëèíîìèàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè.
Ïîýòîìó ïðè óñëîâèèN = n ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèåN1, N2, . . . , Nm ïîëèíîìèàëüíî.
Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

E{exp
m∑

i=1

tiNi} =
∞∑

n=1

E{exp
m∑

i=1

tiNi|N = n}P (N = n) =

∞∑
n=1

(π1e
t1 + π2e

t2 + . . .+ πme
tm)n e

−λλn

n!
=

e−λ
∞∑

n=1

(λ1π1e
t1 + λ2π2e

t2 + . . .+ λmπme
tm)n/n! =

exp(−λ)exp(λπ1e
t1 + λπ2e

t2 + . . .+ λπme
tm) =

m∏
i=1

exp[λπi(e
ti − 1)],

â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû èñïîëüçîâàëè óñëîâèå
∑m

i=1 πi = 1. Â ýòîì ðàâåíñòâå
ïîëó÷åíî ðàçáèåíèå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà ïðîèçâåäåíèå
ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ñ ïàðàìåòðàìè ti, ïðè÷åì â êàæäûé i− é ìíîæèòåëü âõîäèò
òîëüêî ïàðàìåòð ti, ÷òî îçíà÷àåò íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíNi. Êðîìå òîãî,
êàæäûé ìíîæèòåëü exp[λπi(e

ti − 1)] ïðåäñòàâëåò ñîáîé ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ
ìîìåíòîâ ïóàññîíîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì λi = λπi.

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà èìååò âàæíîå ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå. Èìåííî, åñëè ñóììàðíûé
èñê èìååò îáîáùåííîå ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà, îïðåäåëÿåìîå ïàðàìåòðîì λ è äèñêðåòíûì
ðàñïðåäåëåíèåì âåëè÷èí èñêîâ πi = p(xi), i = 1, 2, . . . ,m, òî âåðîÿòíîñòè f(xi) =
P (S = xi), i = 1, 2, . . . ,m ìîæíî âû÷èñëèòü, ïîëó÷èâ ñâåðòêó ðàñïðåäåëåíèé m
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí xiNi, òî åñòü ñâåðòêó ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ.

Êàê ñëåäñòâèå èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ñóììàðíîãî
èñêà (3.8) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

ES =
m∑

i=1

xiλi, V arS =
m∑

i=1

x2
iλi.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð. Ïóñòü îáùèé èñê S èìååò îáîáùåííîå ðàñïðåäåëåíèå
Ïóàññîíà, îïðåäåëÿåìîå ïàðàìåòðîì λ è äèñêðåòíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåëè÷èíû
èñêà:

λ = 0.5, P (X = 1) = 0.5, P (X = 4) = P (X = 5) = 0.25. (3.9)

Òðåáóåòñÿ íàéòè âåëè÷èíû f(x) = P (S = x), x ∈ {1, 2, 3, 4, 5}.
Ñíà÷àëà ïðèìåíèì ïðÿìîé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ñâåðòîê ïî ôîðìóëå

f(x) =
∞∑

n=1

P (S = x|N = n)P (N = n) =
∞∑

n=1

p∗n(x)
e−λλn

n!
, x ≥ 1,
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f(0) = e−λ = 0.6071991.

Ïîëó÷åííûå äàííûå ïðèâåäåì â òàáëèöå

x p(x) p∗2(x) p∗3(x) p∗4(x) p∗5(x) f(x)
0 0 0 0 0 0 0.60653
1 0.5 0 0 0 0 0.15163
2 0 0.25 0 0 0 0.01890
3 0 0 0.125 0 0 0.001585
4 0.25 0 0 0.0625 0 0.0759
5 0.25 0.25 0 0 0.03125 0.094775
n 1 2 3 4 5

P (N = n) 0.303265 0.0758 0.0126 0.00158 0.000158

Òåïåðü âû÷èñëèì òå æå âåëè÷èíû f(x) èç òåîðåìû 4, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà

f(x) = P (N1 + 4N4 + 5N5 = x), λ1 = 0.25, λ4 = λ5 = 0.125,

P (Ni = 0) = e−λi , P (iNi = x) =
e−λiλ

x/i
i

(x/i)!
, i = 1, 4, 5

è ïðåäñòàâëÿÿ äàííûå â àíàëîãè÷íîé òàáëèöå:

x P (N1 = x) P (4N4 = x) P (5N5 = x) P (N1 + 4N4 = x) f(x)
0 0.7788 0.882497 0.882497 0.687289 0.60653
1 0.1947 0 0 0.171822 0.151632
2 0.024338 0 0 0.021478 0.01894
3 0.002029 0 0 0.00179 0.00158
4 0.000127 0.110312 0 0.086023 0.075915
5 0.00000634 0 0.110312 0.01896 0.094775

Êàê âèäíî èç ïîñòðîåíèÿ òàáëèö, ïîñëåäíèé ìåòîä èìååò ïðåèìóùåñòâî ïî êîëè÷åñòâó
âû÷èñëåíèé. Ðàññìîòðèì òðåòèé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ,
êîòîðûé ïðèìåíèì äëÿ öåëî÷èñëåííûõ çíà÷åíèé èñêîâ. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì,
÷òî ïîñêîëüêó ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, òî óñëîâíûå ñðåäíèå
E(Xk|X1 +X2 + . . . +Xn+1 = x) îäèíàêîâû äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . , n + 1. Ïîñêîëüêó
èõ ñóììà ðàâíà x, òî

E(Xk|X1 +X2 + . . .+Xn+1 = x) = x/(n+ 1)

äëÿ âñÿêîãî k = 1, 2, . . . , n + 1. Åñëè âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ Xk ñóòü {0, 1, 2, . . .}, òî
îòñþäà è èç íåçàâèñèìîñòè Xi ñëåäóåò ðàâåíñòâî

E(Xk|X1 +X2 + . . .+Xn+1 = x) =
∞∑
i=1

iP (Xk = i|X1 +X2 + . . .+Xn+1 = x) =
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∑∞
i=1 ip(i)p

∗n(x− i)

p∗(n+1)(x)
=

x

n+ 1
.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñÿêîãî x ≥ 1 âåðîÿòíîñòü

f(x) = P (S = x) =
∞∑

n=0

p∗n(x)P (N = n) =
∞∑

n=0

p∗(n+1)(x)
e−λλn+1

(n+ 1)!
=

∞∑
n=0

e−λ λn+1

(n+ 1)!
(
n+ 1

x
)
( x

n+ 1
p∗(n+1)(x)

)
=

∞∑
n=0

∞∑
i=1

e−λ λn+1

(n+ 1)!
(
n+ 1

x
)ip(i)p∗n(x− i) =

∞∑
i=1

∞∑
n=0

e−λλ
n+1

n!

i

x
p(i)p∗n(x− i) =

∞∑
i=1

i

x
λp(i)

∞∑
n=0

p∗n(x− i)e−λλ
n

n!
=

∞∑
i=1

i

x
λif(x− i).

Ñëåäîâàòåëüíî, çäåñü ìû ïðèøëè ê ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

f(x) =
∞∑
i=1

i

x
λif(x− i). (3.10)

Íàïðèìåð, äëÿ x = 1, 2 îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

f(1) = λ1f(0) = λ1e
−λ, f(2) = 0.5λ1f(1) + λ2f(0) è ò. ä.

Â ïðèìåðå ñ äàííûìè (3.9) ïîëó÷åííûå ôîðìóëû äàþò ðàâåíñòâà:

f(0) = e−λ = 0.60653, f(1) = λ1f(0) = 0.151632,

f(2) = 0.5λ1f(1) = 0.018954, f(3) =
1

3
λ1f(2) = 0.00158,

f(4) = 0.25λ1f(3)+λ4f(0) = 0.075915, f(5) =
1

5
λ1f(4)+

4

5
f(1)+λ5f(0) = 0.094775.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ðàñïðåäåëåíèå èñêîâ äèñêðåòíî è âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ
èñêîâ öåëî÷èñëåííû, òî ïîëó÷åííûå ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû ïîçâîëÿþò â åùå áîëüøåé
ñòåïåíè óïðîñòèòü âû÷èñëåíèå ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììàðíîãî èñêà.

3.6 Àïïðîêñèìàöèÿ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåëè÷èíû

ñóììàðíîãî èñêà

Äî ñèõ ïîð íîðìàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììàðíîãî èñêà èñïîëüçîâàëàñü
íàìè òîëüêî â ìîäåëÿõ èíäèâèäóàëüíîãî èñêà. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëåé êîëëåêòèâíîãî
ðèñêà èìååò ìåñòî
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Òåîðåìà 5 Åñëè ñóììàðíûé èñê S èìååò îáîáùåííîå ïóàññîíîâñêîå èëè îáîáùåííîå
îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè λ èëè r, p ñîîòâåòñòâåííî
è ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ èíäèâèäóàëüíîãî èñêà P (x), òî ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû

Z =
S − ES√
V arS

ñòðåìèòñÿ ê ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïðè λ→∞ äëÿ îáîáùåííîãî
ïóàññîíîâñêîãî è ïðè r →∞ äëÿ îòðèöàòåëüíîãî áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè σS =
√
V arS, òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû Z ðàâíà

MZ(t) = exp(−tES
σS

)MS(
t

σS

),

è òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà, åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè φ(t) = lnMZ(t) áóäåò

φ(t) → t2/2

ïðè λ → ∞ äëÿ îáîáùåííîãî ïóàññîíîâñêîãî è ïðè r → ∞ äëÿ îòðèöàòåëüíîãî
áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Áóäåì äàëåå èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèè

MX(u) = 1 + p1u+ 0.5p2u
2 + o(u2). (3.11)

Äëÿ îáîáùåííîãî ïóàññîíîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èç (3.1) èìååì:

ES = λp1, σ2
S = λp2,

ïîýòîìó, ïîäñòàâëÿÿ u = t/σS â ðàâåíñòâî (3.11), ïîëó÷èì

φ(t) = λ(MX(t/σS)− 1)− tES/σS =

λ

(
p1t√
λp2

+
1

2

p2t
2

λp2

+ o(
1

λ
)

)
− tλp1√

λp2

=
1

2
t2 + o(1) → 1

2
t2 ïðè λ→∞.

Äëÿ îáîáùåííîãî îòðèöàòåëüíîãî áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èç (3.4) ñëåäóåò:

ES = r(q/p)p1, σ2
S = r(q/p)p2 + r(q2/p2)p2

1,

ïîýòîìó èç (3.11) ïîëó÷àåì

φ(t) = r ln

[
p/

(
1− q

(
1 +

tp1

σS

+
t2p2

2σ2
S

+ o(1/r)

))]
− tES/σS =

r ln

1/
1− tqp1

p
√
r(q/p)p2 + r(q2/p2)p2

1

− t2qp2

2p2(r(q/p)p2 + r(q2/p2)p2
1)
− o(1/r)

 =
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rtqp1

p
√
r(q/p)p2 + r(q2/p2)p2

1

+
rt2qp2

2p(r(q/p)p2 + r(q2/p2)p2
1)

+

rt2q2p2
1

2p2(r(q/p)p2 + r(q2/p2)p2
1)

+ o(1)− rtqp1

p
√
r(q/p)p2 + r(q2/p2)p2

1

=

qt2

2p2

p2p+ p2
1q

(q/p)p2 + (q2/p2)p2
1

+ o(1) =
t2

2
+ o(1) → t2

2
ïðè r →∞.

Îáîçíà÷àÿ, êàê è ðàíåå, ÷åðåç φ(t) íàòóðàëüíûé ëîãàðèôì ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè
ìîìåíòîâ ñóììàðíîãî èñêà, äëÿ îáîáùåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà áóäåì èìåòü:

φ(t) = λ(MX(t)− 1), φ(k)(t) = λM
(k)
X (t), k ≥ 1,

îòñþäà è èç ðàçä. 2.2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îáîáùåííîãî ïóàññîíîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ïåðâûå òðè öåíòðàëüíûõ ìîìåíòà âû÷èñëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî:

ES = φ
′
(0) = λp1, V arS = φ(2)(0) = λp2, E(S − ES)3 = φ(3)(0) = λp3. (3.12)

Èç òåîðåìû 5 ñëåäóåò, ÷òî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ λ ñóììàðíûé èñê ìîæíî
ñ÷èòàòü íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñî ñðåäíèì è äèñïåðñèåé,
ðàâíûìè ñîîòâåòñòâåííî λp1 èλp2.Íà ñàìîì äåëå ñóììàðíûé èñê ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü
íå òîëüêî íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Èìåííî, ïóñòü ãàììà-ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ ïàðàìåòðàìè α, β åñòü

G(x : α, β) =
∫ x

0

βα

Γ(α)
tα−1e−βtdt,

òîãäà ñìåùåííàÿ íà x0 ãàììà-ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

H(x : α, β, x0) = G(x− x0 : α, β).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ââåäåííàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
òðåõïàðàìåòðè÷åñêîé. Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y èìååò ñìåùåííîå íà x0 ãàììà-
ðàñïðåäåëåíèå, òî åå ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ

MY (t) = etx0

(
β

β − t

)α

îáóñëîâëèâàåò âèä ôóíêöèè φY (t) = lnMY (t) :

φY (t) = tx0 + α ln
β

β − t

Îòñþäà âûòåêàåò (ñì. ðàçä. 2.2), ÷òî

EY = x0 +
α

β
, V arS =

α

β2
, E(S − ES)3 =

2α

β3
. (3.13)
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Ñ÷èòàÿ òåïåðü âåëè÷èíó β áåñêîíå÷íî áîëüøîé, ïîëó÷èì

φY (t) = tx0 +
α

β
t+

α

2

t2

β2
+ o(αt2/β2) =

t(x0 +
α

β
) +

t2

2

α

β2
+ o(αt2/β2).

Èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà äëÿ ôóíêöèè φY (t) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

Òåîðåìà 6 Åñëè ïàðàìåòðû α, β, x0 ñìåùåííîãî ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ òàêîâû, ÷òî
α→∞, β →∞, , x0 → −∞, ïðè÷åì

x0 +
α

β
= a,

α

β2
= σ2,

òî ðàñïðåäåëåíèå H(x : α, β, x0) ñõîäèòñÿ ê N(a, σ2)− íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ
ñ ïàðàìåòðàìè a, σ2.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî åñëè äëÿ îáîáùåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà
çàäàíû ìîìåíòû (3.12), òî ýòî ðàñïðåäåëåíèå ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ñìåùåííûì
ãàììà-ðàñïðåäåëåíèåì, îïðåäåëèâ ïàðàìåòðû ïîñëåäíåãî èç óñëîâèé (3.13):

λp1 = x0 +
α

β
, λp2 =

α

β2
, λp3 =

2α

β3
,

êîòîðûå äàþò

α = 4
λp3

2

p2
3

, β = 2
p2

p3

, x0 = λp1 − 2
λp2

2

p3

.

Íàéäåííûå îòñþäà ïàðàìåòðû α, β, x0 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 6 ïðè a =
λp1, σ2 = λp2, λ→∞.Äëÿ îáîáùåííîãî îòðèöàòåëüíîãî áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
èìååò ìåñòî äðóãîé ôàêò, èìåííî, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 7 Åñëè ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {Sk} èìåþò îáîáùåííîå
îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè r, p(k) è ôóíêöèåé
ðàñïðåäåëåíèÿ èíäèâèäóàëüíîãî èñêà P (x), ïðè ýòîì îòíîøåíèå

q(k)/p(k) = kq/p, k = 1, 2, . . . ,

ãäå q = 1− p ïîñòîÿííà, òî ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Zk = Sk/ESk

ñòðåìèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ G(x : r, r) ïðè k →∞.
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Äîêàçàòåëüñòâî.Èç (3.3) ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû Zk = Sk/ESk ðàâíà(

p(k)

1− q(k)MX(t/ESk)

)r

.

Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ òåîðåìû ESk →∞, òî ïðè ýòîì

MX(t/ESk) = 1 +
p1

ESk

t+
1

2

p2

(ESk)2
t2 + o(1/(ESk)

2),

à îòñþäà

MZk
(t) =

(
p(k)

1− q(k)− q(k)p1t/ESk − 0.5q(k)p2(t/ESk)2 − o(1/(ESk))2

)r

=

(
1− t

r
− 1

2

p(k)

q(k)

p2t
2

p2
1r

2
− o(1/k2)

)−r

=

(
1− t

r
− 1

2

p

qk

p2t
2

p2
1r

2
− o(1/k2)

)−r

→
(
1− t

r

)−r

=
(

r

r − t

)r

ïðè k →∞,

ïîñëåäíåå âûðàæåíèå, à èìåííî (r/(r−t))r, åñòü ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
G(x : r, r).

Çàìå÷àíèå. Ïðè áîëüøèõ íîìåðàõ k ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ Sk ïðèáëèæåííî
ðàâíà (

r

r − tESk

)r

=

(
r

r − tq(k)rp1/p(k)

)r

=

(
u

u− t

)r

, ãäå u = p(k)/p1q(k),

òî åñòü ðàñïðåäåëåíèå Sk ñ ðîñòîì k áåñêîíå÷íî ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ðàñïðåäåëåíèÿ
G(x : r, u). Êðîìå òîãî, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé äîêàçàííîé òåîðåìû

V ar(Sk/ESk) = V arSk/(ESk)
2 =

pp2

rkqp2
1

+
1

r
→ 1

r
ïðè k →∞.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü ñóììàðíûé èñê S èìååò îáîáùåííîå ïóàññîíîâñêîå
ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ = 12 è ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé èíäèâèäóàëüíîãî èñêà,
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà èíòåðâàëå (0, 1). Òðåáóåòñÿ îöåíèòü âåðîÿòíîñòü
P (S < 10) ñ ïîìîùüþ íîðìàëüíîé àïïðîêñèìàöèè è ñ ïîìîùüþ àïïðîêñèìàöèè
ñìåùåííûì ãàììà-ðàñïðåäåëåíèåì.

Ñíà÷àëà îïðåäåëèì ìîìåíòû ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X : EX = 1/2, EX2 =
1/3, EX3 = 1/4. Îòñþäà

λp1 = 6, λp2 = 4, λp3 = 3.
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Òåïåðü èç ðàâåíñòâ
x0 +

α

β
= 6,

α

β2
= 4,

2α

β3
= 3

îïðåäåëÿåì α = 28.444, β = 2.667, x0 = −4.667. Òàêèì îáðàçîì, ñóììàðíûé èñê
S àïïðîêñèìèðóåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåìN(6, 4) èëè ðàñïðåäåëåíèåìH(x : 28.444, 2.667,−4.667).
Òîãäà äëÿ íîðìàëüíîé àïïðîêñèìàöèè âåðîÿòíîñòü

P (S < 10) =
1√
2π

∫ 10

−∞
exp(−(x− 6)2

8
)dx = Φ(2) = 0.97725,

à äëÿ ãàììà-àïïðîêñèìàöèè òà æå âåðîÿòíîñòü îöåíèâàåòñÿ êàê
∫ 14.667

0

2.66728.444

Γ(28.44)
x27.444e−2.667xdx = 0.968156.

3.7 Çàäà÷è

1. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà N èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè
m, p. Ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ ES, V arS,MS(t) ÷åðåç m, p, p1, p2,MX(t).

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó

MN(t) =
m∑

k=0

(
m

k

)
pk(1− pk)etk = (pet + q)m,

òî äëÿ ôóíêöèè φS(t) = lnMS(t) èìååò ìåñòî âûðàæåíèå

φS(t) = m ln(pMX(t) + q);

áåðÿ äâå ïåðâûå ïðîèçâîäíûå φS(t) â íóëå, ïîëó÷èì

ES = mpp1, V arS = mpp2 −mp2p2
1.

2. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàN ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0,1,2,è 3 ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
âåðîÿòíîñòÿìè 1/2, 1/3, 1/8, 1/24, à âåëè÷èíà èíäèâèäóàëüíîãî èñêà X ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ 10,20,è 40 ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðîÿòíîñòÿìè 1/2, 1/4, 1/4. Òðåáóåòñÿ
âû÷èñëèòü EN, V arN,EX, V arX,ES, V arS.

Ðåøåíèå. Ìîìåíòû âåëè÷èí N,X âû÷èñëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî:

EN = 1/3 + 1/4 + 1/8 = 17/24, EN2 = 1/3 + 1/2 + 9/24 = 29/24,

V arN = 29/24−(17/24)2 = 407/576, EX = 20, EX2 = 550, V arX = 550−400 = 150.
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Ìîìåíòû ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû S âû÷èñëèì, èñõîäÿ èç ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ìîìåíòîâ:
ïîñêîëüêó

MN(t) = 1/2 + et/3 + e2t/8 + e3t/24, MX(t) = e10t/2 + e20t/4 + e40t/4, òî

MS(t) = 1/2 +MX(t)/3 +MX(t)2/8 +MX(t)3/24

è òåïåðü äâå ïåðâûå ïðîèçâîäíûå â íóëå ôóíêöèè φ(t) = lnMS(t) äàþò

ES =
dφ

du
(0) = 85/6 = 14.167, V arS =

d2φ

du2
(0) = 12350/36 = 343.0556.

3. Åñëè ñóììàðíûé èñê S èìååò îáîáùåííîå ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì
λ è äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå èíäèâèäóàëüíîãî èñêà

p(x) = − cx

x ln(1− c)
, x = 1, 2, . . . ; c ∈ (0, 1),

òî òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî S èìååò îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå è
íàéòè ïàðàìåòðû ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ðåøåíèå. Ïðåæäå âñåãî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ

MX(t) =
ln (1− cet)

ln (1− c)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ôóíêöèè φS(t) = lnMS(t) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

φS(t) = λ

[
ln (1− cet)

ln (1− c)
− 1

]
=

λ

ln (1− c)
ln

(
1− cet

1− c

)
=

− λ

ln (1− c)
ln
(

1− c

1− cet

)
= ln

(
p

1− qet

)r

,

ãäå ïàðàìåòðû p, r ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 1− c, λ
− ln (1−c)

.
4. Cëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà N èìååò ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ.

Òðåáóåòñÿ âûðàçèòü âåðîÿòíîñòü P (N = n+ 1) ÷åðåç P (N = n).
Ðåøåíèå. Ïóñòü X- ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ âûðîæäåííîå ðàñïðåäåëåíèå,

òî åñòü P (X = 1) = 1. Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà S = N èìååò îáîáùåííîå
ïóàññîíîâñîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ è âûðîæäåííûì ðàñïðåäåëåíèåì èíäèâèäóàëüíîãî
èñêà p(1) = 1. Èç ñîîòíîøåíèÿ 3.10 ñëåäóåò, ÷òî

f(n+ 1) =
∞∑
i=1

iλpif(n+ 1− i)/(n+ 1) = λf(n)/(n+ 1).

5. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíûN1, N2, N3 íåçàâèñèìû è èìåþò ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå,
ïðè ýòîì ENi = i2, i = 1, 2, 3. Êàêîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò ñóììà S = −2N1 +N2 +
3N3?
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Ðåøåíèå. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà êîýôôèöèåíòîâ k1, k2, k3 èç íåçàâèñèìîñòè
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Ni ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ ñóììû S =∑3

i=1 kiNi ðàâíà
MS(t) = Mk1N1(t)Mk2N2(t)Mk2N2(t),

ïðè ýòîì
MkiNi

(t) = exp(λi(e
kit − 1)),

â äàííîé çàäà÷å λi = i2. Îáîçíà÷àÿ
∑
λi ÷åðåç λ, à λi/λ ÷åðåç λ′i, ïîëó÷èì ÷òî

MS(t) = exp(λ(
3∑

i=1

λ
′

ie
kit − 1).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî S èìååò îáîáùåííîå ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì
λ è äèñêðåòíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåëè÷èíû èñêà

p(ki) = λ
′

i, i = 1, 2, 3.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííîå îáîáùåííîå ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ
ïàðàìåòðîì λ = 14 è ðàñïðåäåëåíèåì p(−2) = 1/14, p(1) = 2/7, p(3) = 9/14.

6. Äëÿ äàííîãî α îïðåäåëèòü β, x0 èç óñëîâèÿ, ÷òî H(x : α, β, x0) èìååò íóëåâîå
ñðåäíåå è åäèíè÷íóþ äèñïåðñèþ. Ê êàêîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñòðåìèòñÿ ïîëó÷åííîå
ðàñïðåäåëåíèå ïðè α→∞?

Ðåøåíèå. Èç (3.13) ñëåäóåò, ÷òî

x0 + α/β = 0, α/β2 = 1 ⇐⇒ x0 = −
√
α, β =

√
α.

Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ H(x : α,
√
α,−

√
α) ðàâíà

e−t
√

α

( √
α√

α− t

)α

,

ïîýòîìó åå íàòóðàëüíûé ëîãàðèôì, ðàâíûé

−t
√
α− α ln(1− t/

√
α) = −t

√
α− α(−t/

√
α− 0.5t2/α+ o(1/α)) =

0.5t2 + o(1) → 0.5t2 ïðè α→∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì.
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Ãëàâà 4

Ýëåìåíòû òåîðèè ðàçîðåíèÿ

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ñâîéñòâà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îáùåãî èñêà. Ïðè
ýòîì íèêàê íå çàòðàãèâàëñÿ âîïðîñ î òîì, äîñòàòî÷íî ëè ó ñòðàõîâùèêà ñðåäñòâ
äëÿ ïîêðûòèÿ âîçíèêàþùèõ óùåðáîâ. Äåëî çäåñü â òîì, ÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòè
ñðåäñòâà ìîãóò âçÿòüñÿ òîëüêî èç ñîáðàííûõ ïðåìèé, ïðè÷åì ýòè ïðåìèè ïîñòóïàþò
ðåãóëÿðíî â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêëþ÷åííûìè ñòðàõîâûìè äîãîâîðàìè, à ñ äðóãîé -
ïðåäúÿâëÿåìûå èñêè ïîñòóïàþò íå îäíîâðåìåííî, à â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîèñøåäøèìè
óùåðáàìè, ïðè÷åì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ ïîñëåäíèõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñëó÷àéíûé ïðîöåññ. Òàêèì îáðàçîì ìû äî ñèõ ïîð íå çàòðàãèâàëè âîïðîñ îá èçìåíåíèè
îáùåãî èñêà âî âðåìåíè, î ñîîòíîøåíèè â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ðàçìåðà ñîáñòâåííûõ
ñðåäñòâ ñòðàõîâùèêà è âåëè÷èíû èñêà. Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå
ôîíä ñîáñòâåííûõ ñðåäñòâ ñòðàõîâùèêà äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñóììû äåíåã â ðàññìàòðèâàåìûé
ìîìåíò âðåìåíè, ñôîðìèðîâàâøåéñÿ â ðåçóëüòàòå ïîñòóïëåíèÿ ïðåìèé è âûïëàò ïî
èñêàì. Äëÿ êðàòêîñòè ôîíä ñîáñòâåííûõ ñðåäñòâ ñòðàõîâùèêà áóäåì èìåíîâàòü
ïðîñòî êàïèòàëîì.

4.1 Èçìåíåíèå êàïèòàëà êàê ñëó÷àéíûé ïðîöåññ

Ïóñòü ñóììàðíàÿ âåëè÷èíà ïðåìèé, ïîñòóïàþùèõ îò ñòðàõîâàòåëåé çà åäèíèöó
âðåìåíè, ðàâíà c, à íà÷àëüíîå çíà÷åíèå êàïèòàëà ðàâíî u. Òîãäà, åñëè â ìîìåíò
âðåìåíè t ≥ 0 ïîñòóïàåò ñóììàðíûé èñê âåëè÷èíû S(t), òî çíà÷åíèå êàïèòàëà â
ìîìåíò âðåìåíè t áóäåò ðàâíî

U(t) = u+ ct− S(t). (4.1)

Åñëè â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè t âåëè÷èíà u(t) ≤ 0, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
ïðîèçîøëî ðàçîðåíèå. Ïðè ýòîì âåëè÷èíà

T = min{t ≥ 0|U(t) < 0}

íàçûâàåòñÿ ìîìåíòîì ðàçîðåíèÿ. Åñëè âåëè÷èíà T ðàâíà ∞, òî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî
ðàçîðåíèÿ íå ïðîèñõîäèò. Ôóíêöèÿ ψ(u) = P (T < ∞) íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ
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ðàçîðåíèÿ ïðè íà÷àëüíîì çíà÷åíèè êàïèòàëà u, à âåëè÷èíà ψ(u, t) = P (T < t) åñòü
âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ äî ìîìåíòà t ïðè íà÷àëüíîì çíà÷åíèè êàïèòàëà, ðàâíîì
u. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ S(t), êàê è ðàíåå, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

S(t) = X1 +X2 + . . .+XN(t),

ïðè ýòîì i−é èñê âåëè÷èíû Xi ïîñòóïàåò â ìîìåíò âðåìåíè Ti. Çàâèñèìîñòü u(t)
ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå èç íèæåñëåäóþùåãî ðèñóíêà:

6

-

t

U(t)

u

T1 T2 T = T3

�
�

�
�>

�
�

�
�

�>

�
�

�
�

�
�

�>

�
�

�
�

�
�

�>

Ðèñ. 1

Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ S(t) îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ õàðàêòåðèñòèêàìè: ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì
÷èñëà èñêîâ N(t) è ðàñïðåäåëåíèåì êàæäîãî èñêà Xi. Îòíîñèòåëüíî N(t) áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî N(t) ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì ïðîöåññîì:

P (N(t+ h)−N(t) = k)|N(s), s ≤ t) =
e−λh(λh)k

k!
, k = 0, 1, 2, . . . ,

òî åñòü äàííûé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè.
Ïðè k = 1 îòñþäà ñëåäóåò:

P (N(t+ h)−N(t) = 1)|N(s), s ≤ t) = e−λhλh.

Åñëè, êðîìå òîãî, ïîëîæèòü h = dt, òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïðèìåò âèä:

P (N(t+ dt)−N(t) = 1)|N(s), s ≤ t) = e−λdtλdt ≈ λdt.

Äàëåå, îáîçíà÷èâ T0 = 0, ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Wi+1 = Ti+1 − Ti, i =
0, 1, 2, ... êàê äëèíû èíòåðâàëîâ ìåæäó ñîñåäíèìè èñêàìè, òîãäà Wi íåçàâèñèìû è
èìåþò îäèíàêîâîå ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå W :

P (W > h|Ti = t, N(s), s ≤ t) =

P (N(t+ h)−N(t) = 0|Ti = t, N(s), s ≤ t) = e−λh.

Äàëåå, åñëè ðàññìîòðåòü ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ìîìåíòà ïðåäúÿâëåíèÿ k-ãî èñêà, ò.å.
Tk, òî äëÿ íåå ñïðàâåäëèâà
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Òåîðåìà 8 Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Tk èìååò ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè
k, λ :

Fk(t) = P (Tk < t) =
λk

(k − 1)!

∫ t

0
zk−1e−λzdz.

Äîêàçàòåëüñòâî.Äëÿ k = 1 äàííîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî: ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí T1 è W1 ñîâïàäàþò è ðàâíû

F1(t) = 1− e−λt =
λ

(0)!

∫ t

0
z0e−λzdz.

Åñëè ïðåäïîëîæèòü ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî ðàâåíñòâà äëÿ k-1, òî â ñèëó ñòàöèîíàðíîñòè
ïðîöåññà N(t)

P (Tk < t) =
∫ t

0
P (Wk < t− z)P (Tk−1 ∈ (z, z + dz)) =

=
λk−1

(k − 2)!

∫ t

0
zk−2e−λz(1− e−λ(t−z))dz =

λk−1

(k − 2)!

∫ t

0
zk−2e−λzdz − λk−1

(k − 2)!

∫ t

0
zk−2e−λtdz =

λk−1

(k − 2)!

∫ t

0
zk−2e−λzdz − e−λt (λt)k−1

(k − 1)!

Ïîñëåäíÿÿ ðàçíîñòü ðàâíà λk

(k−1)!

∫ t
0 z

k−1e−λzdz, ïîñêîëüêó ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî
÷àñòÿì ïðîèçâåäåíèå

λk−1

(k − 2)!

∫ t

0
zk−2e−λzdz =

λk−1

(k − 1)!
zk−1e−λz|t0 +

λk

(k − 1)!

∫ t

0
zk−1e−λzdz.

Ñóììà N(t) = N1(t) + N2(t) + . . . + Nm(t) íåçàâèñèìûõ ïðîöåññîâ Ïóàññîíà
Ni(t), i = 1, 2, . . .m ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì ïðîöåññîì ñ ïàðàìåòðîì λ = λ1 + λ2 +
. . .+ λm : ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ MN(t)(r) = e(λ1+λ2+...+λm)t(er−1).

Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû èñêîâX1, X2, . . . íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû,
àN(t) ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì ïðîöåññîì, òî ïðîöåññ S(t) áóäåì íàçûâàòü îáîáùåííûì
ïóàññîíîâñêèì ïðîöåññîì, îïðåäåëÿåìûì ïàðàìåòðîì λ è ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ
P (x).

Äëÿ îáîáùåííîãî ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà âåðîÿòíîñòü

P (S(y + t)− S(y) ≤ x) =
∞∑

k=0

e−λt(λt)k

k!
P ∗k(x).

Ïîëàãàÿ y = 0, îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

E[S(t)] = λtp1, V ar[S(t)] = λtp2, MS(t)(r) = eλt(MX(r)−1). (4.2)
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4.2 Îöåíêà âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ íåïðåðûâíîãî

âðåìåíè

Áóäåì îöåíèâàòü âåëè÷èíó ψ(u) äëÿ âåëè÷èíû (4.1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ MX(t)
- ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ìîìåíòîâ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èíäèâèäóàëüíîãî èñêà
ìîæíî óêàçàòü òàêèå çíà÷åíèÿ γ, δ > 0, äëÿ êîòîðûõ

M
′′

X(t) > δ > 0 åñëè t > γ. (4.3)

Äàííîå ïðåäïîëîæåíèå âûïîëíåíî, åñëè, íàïðèìåð, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Xi

èìåþò ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå. Äàëåå, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåëè÷èíà ïðåìèè c ðàâíà
λ(1+θ)p1, θ− êàê è ðàíåå, îòíîñèòåëüíàÿ áåçîïàñíàÿ íàãðóçêà. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

λ+ cr = λMX(r) (4.4)

Çàïèñûâàÿ åãî â âèäå
(1 + θ)p1r = MX(r)− 1,

ñðàçó âèäèì, ÷òî r = 0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì. Êðîìå òîãî, ó ôóíêöèè

f(r) = (1 + θ)p1r −MX(r) + 1

ïðîèçâîäíàÿ f
′
(0) = θp1 > 0, à ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ r óñëîâèå

(4.3) îçíà÷àåò, ÷òî f(r) < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (4.4) èìååò ïîëîæèòåëüíûé
êîðåíü, êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ êàêR è íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ïîïðàâêè. Ñìûñë
ââåäåííîãî òåðìèíà áóäåò ÿñåí ïîçæå.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü èíäèâèäóàëüíûå èñêè èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
ñ ïàðàìåòðîì β. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü âåëè÷èíó R. Ïîñêîëüêó â äàííîì ñëó÷àå
ôóíêöèÿ MX(r) = β/(β − r), òî óðàâíåíèå (4.4) ïðèíèìàåò âèä

1 + (1 + θ)r/β = β/(β − r),

îòêóäà êîýôôèöèåíòR = θβ/(1+θ) ïîëó÷àåòñÿ êàê ðåøåíèå êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ.
Äëÿ îöåíêè ñâåðõó âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ ψ(u) èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 9 Äëÿ ëþáîãî u ≥ 0 âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ

ψ(u) =
e−Ru

E[e−RU(T )|T <∞]
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ t > 0, r > 0

E[e−rU(t)] = E[e−rU(t)|T ≤ t]P (T ≤ t) + E[e−rU(t)|T > t]P (T > t),

ïðè ýòîì ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà âñëåäñòâèå (4.1,4.2) ðàâíà

MU(t)(−r) = e−ru−rcteλt(MX(r)−1).
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Ïðåäñòàâëÿÿ U(t) â âèäå

U(t) = U(T ) + U(t)− U(T ) = U(T ) + c(t− T )− [S(t)− S(T )]

è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðàçíîñòü S(t)−S(T ) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ïóàññîíîâñêèì ïðîöåññîì
ñ ïàðàìåòðîì λ(t − T ) è ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ èíäèâèäóàëüíîãî èñêà P (x),
îòñþäà ïîëó÷èì:

e−ru−rcteλt(MX(r)−1) =

E[e−rU(T )e−rc(t−T )+λ(t−T )(MX(r)−1)|T ≤ t]P (T ≤ t) + E[e−rU(t)|T > t]P (T > t)

Âûáèðàÿ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå çíà÷åíèå r = R, èç (4.4) ïîëó÷èì

e−Ru = E[e−RU(T )|T ≤ t]P (T ≤ t) + E[e−RU(t)|T > t]P (T > t) (4.5)

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (4.5) áåñêîíå÷íî ìàëî ïðè
t → ∞. Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì c − λp1 = θλp1 ÷åðåç α, à

√
λp2 ÷åðåç β, òîãäà èç

(4.1, 4.2) ïîëó÷àåì

E[U(t)] = u+ ct− λtp1 = u+ αt, V ar[U(t)] = V ar[S(t)] = β2t.

Ïóñòü ñîáûòèå A îçíà÷àåò T > t, 0 ≤ U(t) ≤ u+ αt− βt2/3, à ñîáûòèå B îçíà÷àåò
T > t, U(t) > u+αt−βt2/3. Ïîñêîëüêó R > 0, U(t) > 0 ïðè t < T, òî e−RU(t) < 1,
ñëåäîâàòåëüíî,

E[e−RU(t)|T > t]P (T > t) =

E[e−RU(t)|A]P (A) + E[e−RU(t)|B]P (B) < P (A) + e−R(u+αt−βt2/3).

Èç íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà âåðîÿòíîñòü

P (A) = P (U(t)− u− αt ≤ −βt2/3) = P (U(t)− E[U(t)] ≤ −
√
V ar[U(t)]t1/6) ≤ t−1/3,

òî åñòü ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé. Ïðè ýòîì α > 0, β > 0, ñëåäîâàòåëüíî ïðîèçâåäåíèå
R(u+ αt− βt2/3) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøèì. Îòñþäà

E[e−RU(t)|T > t]P (T > t) → 0 ïðè t→∞.

Òåïåðü (4.5) îçíà÷àåò ïðè t→∞, ÷òî

e−Ru = E[e−RU(T )|T <∞]P (T <∞).

Çàìå÷àíèå 1. Ïîñêîëüêó U(T ) < 0, òî E[e−RU(T )|T < ∞] > 1, ñëåäîâàòåëüíî,
âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ

ψ(u) < e−Ru.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè θ → 0, òî êîýôôèöèåíò ïîïðàâêè R → 0, ïîýòîìó åñëè ïðè
íàçíà÷åíèè ïðåìèè áåçîïàñíàÿ íàãðóçêà îòñóòñâóåò, òî ðàçîðåíèå áóäåò èìåòü ìåñòî
ïî÷òè íàâåðíîå.
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Ðàññìîòðèì ïðèìåð, êîãäà èíäèâèäóàëüíûå èñêè èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
Äëÿ ýòîãî íóæíî îïðåäåëèòü õàðàêòåð óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
U(T ) ïðè óñëîâèè T <∞. Ñ ýòîé öåëüþ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x < 0 íàéäåì óñëîâíóþ
âåðîÿòíîñòü P (U(T ) < x|T <∞). Îáîçíà÷èì ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî U(v −
0) = z, T = v, X1 > z ÷åðåç C(v, z), à ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî X1 > z − x
îáîçíà÷èì ÷åðåç B(v, z). Òåïåðü, ïîñêîëüêó óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü

P (B(v, z)|C(v, z)) = (1−
∫ ∞

−x+z
βe−βtdt)/(1−

∫ ∞

z
βe−βtdt) = e−β(−x+z)/e−βz = eβx

íå çàâèñèò îò v, z, òî P (U(T ) < x|T <∞) = eβx. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

E[e−RU(T )|T <∞] =
∫ 0

−∞
e−Rxβeβxdx = β/(β −R).

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå âûðàæåíèå äëÿR, îòñþäà çàêëþ÷àåì

ψ(u) =
e−Ru(β −R)

β
=
e−βuθ/(1+θ)

1 + θ
.

4.3 Îöåíêà âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ äèñêðåòíîãî

âðåìåíè

Â ðåàëüíîñòè ïðåìèè ïîñòóïàþò íå íåïðåðûâíûì îáðàçîì, à ïî ìåñÿöàì, êâàðòàëàì,
ãîäàì è â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèìè öåëî÷èñëåííûìè êàëåíäàðíûìè äàòàìè ïðîõîäèò
îò÷åòíîñòü è ïîäâåäåíèå èòîãîâ ðàáîòû ñòðàõîâîé îðãàíèçàöèè. Ïîýòîìó íàðÿäó ñ
ðàññìîòðåííîé íåïðåðûâíîé ìîäåëüþ ðàññìîòðèì òåïåðü äèñêðåòíóþ ìîäåëü èçìåíåíèÿ
êàïèòàëà

Un = u+ nc− Sn, (4.6)

ãäå n− íîìåð ðàññìàòðèâàåìîãî âðåìåííîãî îòðåçêà, c− ðàçìåð ïîëó÷åííûõ çà
ýòîò îòðåçîê ïðåìèé, Sn− ñóììàðíûé èñê çà âåñü ðàññìàòðèâàåìûé ïåðèîä èç n
îòðåçêîâ:

Sn = W1 +W2 + . . .+Wn,

Wi− ñóììàðíûé èñê çà i−é îòðåçîê. Âåëè÷èíû Wi ïðåäïîëàãàþòñÿ íåçàâèñèìûìè
è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè, ñî ñðåäíèì µ = EW < c. Îáîçíà÷èì ïî àíàëîãèè ñ
íåïðåðûâíûì ñëó÷àåì ìîìåíò ðàçîðåíèÿ êàê

T̃ = min {n : Un < 0},

à âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ
ψ̃(u) = P (T̃ <∞).

Óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà ïîïðàâêè−R̃ â äèñêðåòíîì ñëó÷àå áóäåò
âûãëÿäåòü êàê

e−crMW (r) = 1. (4.7)
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Ðàññìàòðèâàÿ ôóíêöèþ f(r) = cr − lnMW (r), ñðàçó âèäèì, ÷òî r = 0 ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì äàííîãî óðàâíåíèÿ. Êàê è â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå, íàñ èíòåðåñóåò ïîëîæèòåëüíîå
ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé â íóëå

f
′
(0) = c− µ = (1 + θ)µ− µ = θµ > 0,

òî åñòü f(r) > 0 â îêðåñòíîñòè íóëÿ. Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî ôóíêöèÿ φ(r) =
lnMW (r) ñèëüíî âîãíóòà, òîãäà ïðè íåêîòîðîì δ > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

φ
′′
(r) > δ

ïðè âñåõ r > 0 è äàííîå ïðåäïîëîæåíèå ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëîæèòåëüíîãî
êîýôôèöèåíòà R− ðåøåíèÿ (4.7).

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàW èìååò ðàñïðåäåëåíèåN(µ, σ2).
Íàéäåì êîýôôèöèåíò ïîïðàâêè R. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

cr = µr + 0.5σ2r2,

ðåøàÿ êîòîðîå, íàéäåì R = 2(c− µ)/σ2.
Äîêàæåì òåïåðü äèñêðåòíûé àíàëîã òåîðåìû (9):

Òåîðåìà 10 Äëÿ ëþáîãî u ≥ 0 âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ

ψ̃(u) =
e−R̃u

E[e−R̃UT̃ |T̃ <∞]
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî íåïðåðûâíîìó ñëó÷àþ, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
n ∈ {1, 2, . . . }, r > 0 âåëè÷èíà

E[e−rUn ] = E[e−rUn|T̃ ≤ n]P (T̃ ≤ n) + E[e−rUn|T̃ > n]P (T̃ > n),

ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà èç îïðåäåëåíèÿ Un ðàâíà

e−ru−rcnMW (r)n.

Âûáèðàÿ òåïåðü â êà÷åñòâå r = R̃, èç (4.7) ïîëó÷àåì, ÷òî E[e−rUn ] = e−R̃u. Â
îñòàëüíîì äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 10
ñ çàìåíîé t íà n.

Çàìå÷àíèå. Çàïèñûâàÿ óðàâíåíèå (4.7) â âèäå cr = lnMW (r) è ðàçëàãàÿ ôóíêöèþ
φ(r) = lnMW (r) ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà, ïîëó÷èì

cr = µr + 0.5σ2r2 + . . . ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî R̃ ∼= 2(c − µ)/σ2. Â ÷àñòíîñòè, äàííîå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî
êàê òî÷íîå, åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé. Â ýòîì
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ñëó÷àå φ′′
(r) = σ2 ïðè âñåõ r > 0. Åñëè æå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàW èìååò îáîáùåííîå

ðàñïðåäåëåíèå, òî â òàêîì ñëó÷àå

µ = EW = p1EN, σ
2 = V arW = (p2 − p2

1)EN + p2
1V arN,

îòêóäà

R̃ ∼=
2θp1EN

(p2 − p2
1)EN + p2

1V arN
.

Ïðèìåð. ÏóñòüW èìååò îáîáùåííîå ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì
λ. Òîãäà EN = V arN = λ, îòêóäà R̃ ∼= 2θp1/p2.

Ïóñòü òåïåðü W èìååò îáîáùåííîå îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
ñ ïàðàìåòðàìè r, p, îöåíèì è â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíó R̃. . Íàïîìíèì, ÷òî çäåñü
W = X1 +X2 + . . .+XN , ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà N òàêîâà, ÷òî

P (N = n) =
r(r + 1) . . . (r + n− 1)

n!
qnpr, MN(t) = (p/(1− qet))r,

EN = rq/p, V arN = rq/p2, µ = EW = rp1q/p, σ
2 = (p2 − p2

1)rq/p+ p2
1rq/p

2,

ñëåäîâàòåëüíî,

R̃ ∼=
2θp1

p2 + p2
1(1/p− 1)

.

Ðàññìîòðèì áîëåå îáùèé ñëó÷àé, êîãäà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Wi íå ÿâëþòñÿ
íåçàâèñèìûìè. Èìåííî, ðàññìîòðèì àâòîðåãðåññèîííóþ ìîäåëü

Wi = Yi + aWi−1, i = 1, 2, . . . , W0 = w;

çäåñü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Yi íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû,

a ∈ (−1, 1), EY < (1− a)c,

ñëó÷àé íåçàâèñèìûõ Wi ïîëó÷àåòñÿ ïðè a = 0. Îïðåäåëèì ìîìåíò ðàçîðåíèÿ T̂ êàê
T̂ = min {n|Un < (a/(1−a))Wn. } Çäåñü âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ çàâèñèò óæå îò äâóõ
ïàðàìåòðîâ:

ψ̃(u,w) = P (T̂ <∞).

Ïîñêîëüêó
Wn = Yn + aYn−1 + . . . an−1Y1 + anw,

òî
EWn = (1 + a+ a2 + . . . an−1)EY + anw =

1− an

1− a
EY + anw;
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êðîìå òîãî,

Sn = Yn + (1 + a)Yn−1 + . . . (1 + a+ a2 + . . . an)Y1 + (a+ a2 + . . . an)w =

Yn +
1− a2

1− a
Yn−1 + . . .+

1− an

1− a
Y1 + a

1− an

1− a
w;

ESn = EY [1 +
1− a2

1− a
+ . . .+

1− an

1− a
] + a

1− an

1− a
w.

Êîýôôèöèåíò ïîïðàâêè R̂ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ áóäåì îïðåäåëÿòü êàê
ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

e−crMY/(1−a)(r) = 1.

Íàðÿäó ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Un áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Ûn = Un −
a

1− a
Wn.

Çäåñü ïîëàãàåòñÿ
Û0 = û = u− a

1− a
w.

Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 11 Äëÿ ëþáîãî û ≥ 0 âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ

ψ̃(u,w) =
e−R̂û

E[e−R̂ÛT̂ |T̂ <∞]
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Ûn} ïîëó÷èì ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó

Ûi = Ui −
a

1− a
Wi = Ui−1 + c−Wi −

a

1− a
Wi = Ui−1 + c− 1

1− a
Wi =

Ui−1 + c− 1

1− a
(Yi + aWi−1) = Ûi−1 + c− 1

1− a
Yi,

èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî

EÛi = û+ ci− iEY/(1− a) = û+ ic(1− k), V arÛi = i2V arY/[(1− a)2], i = 1, 2, . . .

ãäå k = EY/(c(1− a)) ∈ (0, 1); åñëè îáîçíà÷èòü α = c(1− k), β = V arY/[(1− a)2], òî
ïîëó÷èì

EÛi = û+ αi, V arÛi = i2β (4.8)

êðîìå òîãî, â ñèëó íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Yi

E[e−R̂Ûn ] = e−R̂ûE[e−R̂(Ûn−û)] = e−R̂û
n−1∏
i=0

E[e−R̂(Ûi+1−Ûi)] =
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e−R̂û(E[exp(−R̂(c− 1

1− a
Y )])n = e−R̂û(e−R̂cMY/(1−a)(R̂))n = e−R̂û.

Êðîìå òîãî, ïðè ëþáîì i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}

E[e−R̂Ûn|T̂ = i] = E[e−R̂Ûi|T̂ = i]
n−1∏
k=i

E[e−R̂(Ûk+1−Ûk)|T̂ = i] = E[e−R̂Ûi|T̂ = i]

Îòñþäà ðàâåíñòâî

E[e−R̂Ûn ] =
n∑

i=1

E[e−R̂Ûn|T̂ = i]P (T̂ = i) + E[e−R̂Ûn|T̂ > n]P (T̂ > n)

ïðèíèìàåò âèä

e−R̂û =
n∑

i=1

E[e−R̂Ûi|T̂ = i]P (T̂ = i) + E[e−R̂Ûn|T̂ > n]P (T̂ > n) (4.9)

Åñëè n→∞, òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (4.9) áóäåò ðàâíî

E[e−R̂ÛT̂ |T̂ <∞]P (T̂ <∞).

Òåïåðü îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (4.9) áåñêîíå÷íî
ìàëî ïðè n→∞. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ

An : T̂ > n, Ûn < û+ αn− βn2/3,

Bn : T̂ > n, Ûn > û+ αn− βn2/3,

Òîãäà âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (4.9) îöåíèâàåòñÿ êàê

E[e−R̂Ûn|An]P (An) + E[e−R̂Ûn|Bn]P (Bn) < P (An) + E[e−R̂Ûn|Bn] <

P (An) + e−R̂(û+αn−βn2/3).

Â ïîëó÷åííîì íåðàâåíñòâå ñëàãàåìîå P (A) îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà
×åáûøåâà, èñõîäÿ èç (4.8)

P (An) = P (Ûn − û− αn < −βn2/3) = P (Ûn − EÛn < −
βn2/3

βn2
V arÛn) < n−2/3.

Îòñþäà P (An) → 0 ïðè n→∞. Ïîñêîëüêó α, β > 0, òî è e−R̂(û+αn−βn2/3) → 0.
Çàìå÷àíèå. Åñëè ðàññìîòðåòü âåëè÷èíû Ûn â áîëåå îáùåì âèäå Ûn = Un − tWn,

òî âåëè÷èíû ∆Ûn = Ûn+1 − Ûn íå çàâèñÿò îò Wi, i = 1, 2, . . . , n â òîì è òîëüêî â
òîì ñëó÷àå, êîãäà t = a/(1 − a). Äåéñòâèòåëüíî, ∆Ûn = ∆Un − t∆Wn, ïðè ýòîì
∆Un = c−Wn+1 = c−Yn+1−aWn, à ∆Wn = Yn+1− (1−a)Wn, îòêóäà ∆Ûn = c− (1−
t)Yn+1 +(t(1−a)−a)Wn. Îòñþäà âèäíî, ÷òî ∆Ûn = c− (1− t)Yn+1 ⇐⇒ t = a/(1−a).
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4.4 Âåëè÷èíà êàïèòàëà íà ìîìåíò ðàçîðåíèÿ. Õàðàêòåðèñòèêè

ìàêñèìàëüíîãî ñóììàðíîãî óùåðáà

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ áûëè ïîëó÷åíû îöåíêè âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ. Îñíîâíîé
öåëüþ íàñòîÿùåãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå õàðàêòåðà ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû
êàïèòàëà ëèáî íà ìîìåíò ðàçîðåíèÿ, ëèáî íà ìîìåíò ïîíèæåíèÿ êàïèòàëà äî íà÷àëüíîãî
óðîâíÿ. Êðîìå òîãî, áóäóò ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ, èìåþùèå è ñàìîñòîÿòåëüíûé
èíòåðåñ â îïèñàíèè ïîâåäåíèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû ôîíäà.
Çäåñü ìû âåðíåìñÿ ê íåïðåðûâíîìó ñëó÷àþ ïðîöåññà èçìåíåíèÿ êàïèòàëà U(t), ãäå
ñóììàðíûé èñê S(t) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ïóàññîíîâñêèì ïðîöåññîì (4.1). Îáîçíà÷èì
ìîìåíò ïåðâîãî ïîíèæåíèÿ êàïèòàëà äî óðîâíÿ, ìåíüøåãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ u
÷åðåç t̂ = min{t ≥ 0|U(t) < u}. Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 12 Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùåãî â òîì, ÷òî âåëè÷èíà êàïèòàëà
ïðè åãî ïåðâîì ïîíèæåíèè äî óðîâíÿ ìåíüøåãî íà÷àëüíîé âåëè÷èíû u ïðèìåò
çíà÷åíèå íà èíòåðâàëå (u− y − dy, u− y), ãäå y > 0 ïðîèçâîëüíî, ðàâíà

λ

c
(1− P (y)) dy.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôàêòè÷åñêè çäåñü òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî

P (U(t̂) ∈ (u− y − dy, u− y), t̂ <∞) =
λ

c
(1− P (y)) dy.

Ïîñêîëüêó ïðè u = 0 ìîìåíòû t̂ è T ñîâïàäàþò, òî â ñèëó àääèòèâíîñòè ïðîöåññà
U(t) äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

P (U(T ) < −h, T <∞) = (P (U(T ) < −h|T <∞)ψ(0) =
λ

c

∫ ∞

h
(1− P (y)) dy.

Ïóñòü w(x) - íåîòðèöàòåëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå
x < 0, äëÿ íåå îïðåäåëèì ôóíêöèþ

ψ(u,w) = E[w(U(T ))|T <∞]ψ(u)

ïåðåìåííîãî u. Äëÿ ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà âåðîÿòíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ èñêà íà
îòðåçêå [0, dt] ðàâíà λdt, ïîýòîìó åñëè T1− ìîìåíò âîçíèêíîâåíèÿ ïåðâîãî èñêà, òî
èç ôîðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

ψ(u,w) = E[w(U(T ))|T <∞, T1 > dt]P (T <∞, T1 > dt)+

E[w(U(T ))|T <∞, T1 < dt,X1 ≤ u]P (T <∞, T1 < dt,X1 ≤ u)+

E[w(U(T ))|T <∞, T1 < dt,X1 > u]P (T <∞, T1 < dt,X1 > u) =
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(1− λdt)ψ(u+ cdt, w) + λdt
∫ u

0
ψ(u− x,w)p(x)dx+ λdt

∫ ∞

u
w(u− x)p(x)dx,

ïîñêîëüêó óñëîâèÿ T <∞, T1 < dt,X1 > u îçíà÷àþò, ÷òî ìîìåíò ðàçîðåíèÿ T = T1

íàõîäèòñÿ íà èíòåðâàëå (0, dt) è ñëåäîâàòåëüíî

E[w(U(T ))|T <∞, T1 < dt,X1 > u]P (T <∞, T1 < dt,X1 > u) =

E[w(u−X1))|T = T1 < dt]P (T1 < dt)

Åñëè L−îöåíêà äëÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè w, òî èç ðàâåíñòâà äëÿ ψ(u,w) ïîëó÷àåì,
÷òî

|ψ(u+ c∆t, w)− ψ(u,w)| ≤ 3L∆t⇒ ψ(u+ cdt, w) = ψ(u,w).

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ ïî u ôóíêöèè ψ(u,w) :

ψ
′
(u,w) =

ψ(u+ cdt, w)− ψ(u,w)

cdt
=

λ

c

(
ψ(u,w)−

∫ u

0
ψ(u− x,w)p(x)dx−

∫ ∞

u
w(u− x)p(x)dx

)
.

Ïîñêîëüêó ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ (x, u) → (x, y) : x = x, y = u − x òðåóãîëüíèê
x ∈ [0, u], u ∈ [0, z], ïåðåõîäèò â òðåóãîëüíèê (x, y) ≥ 0, x+ y ∈ [0, z], òî èíòåãðàë∫ z

0

∫ u

0
ψ(u− x,w)p(x)dxdu =

∫ z

0

∫ z−y

0
ψ(y, w)p(x)dxdy =

∫ z

0
ψ(y, w)P (z − y)dy,

à ïðè çàìåíå (x, u) → (x, y) : x = x, y = x − u îáëàñòü x ≥ u, u ∈ [0, z] ïåðåõîäèò â
îáëàñòü x ∈ [y, y + z], y ≥ 0, òî èíòåãðàë∫ z

0

∫ ∞

u
w(u− x)p(x)dxdu =

∫ ∞

0

∫ y+z

y
w(−y)p(x)dxdy =

∫ ∞

0
w(−y)[P (y + z)− P (y)]dy,

òî, èíòåãðèðóÿ ψ′
(u,w) ïî ïåðåìåííîé u îò 0 äî z, ïîëó÷àåì

ψ(z, w)− ψ(0, w) =
λ

c

∫ z

0
ψ(y, w)[1− P (z − y)]dy − λ

c

∫ ∞

0
w(−y)[P (y + z)− P (y)]dy.

Ïîêàæåì, ÷òî ïåðâûé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ ïðè z →∞. Ïðåäñòàâëÿÿ åãî â âèäå ñóììû∫ z

0
ψ(y, w)(1−P (z−y))dy =

∫ z/2

0
ψ(y, w)(1−P (z−y))dy+

∫ z

z/2
ψ(y, w)(1−P (z−y))dy,

çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ y èç ïðîìåæóòêà (z/2, z) âåëè÷èíà ψ(y, w) < e−Ry < e−Rz/2 ,
îòêóäà ∫ z

z/2
ψ(y, w)(1− P (z − y))dy < L

∫ z

z/2
e−Rydy → 0
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ïðè z →∞. Äëÿ çíà÷åíèé y ∈ (0, z/2) ðàçíîñòü z − y ∈ (z/2, z), ñëåäîâàòåëüíî,∫ z/2

0
ψ(y, w)(1− P (z − y))dy < L

∫ z/2

0
(1− P (z − y))dy = L

∫ z

z/2
(1− P (t))dt,

ïðè ýòîì ∫ z

z/2
(1− P (t))dt <

∫ ∞

z/2
(1− P (t))dt.

Ïîñêîëüêó ïî ïðåäïîëîæåíèþ òåîðåìû çíà÷åíèå∫ ∞

0
(1− P (t))dt = E[X]

êîíå÷íî, òî ∫ ∞

z/2
(1− P (t))dt→ 0

ïðè z → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî,
∫ z/2
0 ψ(y, w)(1 − P (z − y))dy → 0 ïðè z → ∞. Îòñþäà

ïîëó÷àåì, ÷òî ∫ z

0
ψ(y, w)[1− P (z − y)]dy

ïðè z →∞.Ïîñêîëüêó ïðè ýòîì ψ(z, w) < Le−Rz, òî ïðè z →∞ ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

ψ(0, w) =
λ

c

∫ ∞

0
w(−y)[1− P (y)]dy.

Äàëåå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè âûáîðå w = wh, ãäå

wh(x) =

{
1, åñëè x < −h,
0, åñëè − h ≤ x ≤ 0,

âåëè÷èíà

ψ(0, wh) = P (U(T ) < −h|T <∞)ψ(0) =
λ

c

∫ ∞

0
wh(−y)[1−P (y)]dy =

λ

c

∫ ∞

h
[1−P (y)]dy,

òî îòñþäà âåðîÿòíîñòü

P (U(T ) ∈ (−h− dh,−h)|T <∞)ψ(0) =
λ

c
(1− P (h))dh.

Çàìå÷àíèå. Èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êàïèòàë êîãäà-
ëèáî îïóñòèòñÿ íèæå ñâîåãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ, ðàâíà

λ

c

∫ ∞

0
(1− P (y))dy =

1

(1 + θ)p1

∫ ∞

0
(1− P (y))dy =

1

(1 + θ)
,

ïîñêîëüêó
∫∞
0 (1−P (y))dy = p1, ÷òî ñëåäóåò ïðè d = 0 èç ëåììû íà ñ. 9. Ñëåäîâàòåëüíî,

âåëè÷èíà
ψ(0) =

1

(1 + θ)
.
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó L1, ðàâíóþ ðàçíîñòè u−U(t) = S(t)− ct, ïðè
óñëîâèè, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò âðåìåíè t ýòà ðàçíîñòü ïîëîæèòåëüíà.
Òîãäà èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
L1, ðàâíà

λ

cψ(0)
(1− P (y)) =

1− P (y)

p1

.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ åñòü

ML1(r) =
1

p1

∫ ∞

0
ery(1− P (y))dy =

1

p1

(
ery

r
(1− P (y))|∞0 +

1

r

∫ ∞

0
eryp(y)dy

)
.

Ïîñêîëüêó èç óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ MX(r) ñëåäóåò, ÷òî

erA(1− P (A)) = erA
∫ ∞

A
p(y)dy <

∫ ∞

A
eryp(y)dy → 0

ïðè A→∞, òî îòñþäà

ML1(r) =
MX(r)− 1

p1r
(4.10)

Ðàññìîòðèì
Ïðèìåð 4.1. Ïóñòü èíäèâèäóàëüíûå èñêè èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

ñ ïàðàìåòðîì β. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü âèä ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû L1.
Èñêîìîå ðàñïðåäåëåíèå ïîëó÷èì èç ðàâåíñòâà

1− P (y) = e−βy, y > 0,

èç êîòîðîãî ïëîòíîñòü
1− P (y)

p1

= βe−βy.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà L1 èìååò òî æå ðàñïðåäåëåíèå, ÷òî è èíäèâèäóàëüíûå
èñêè. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû L1, íàïîìíèì, åñòü β/(β − r).

Ðàññìîòðèì íîâîå ïîíÿòèå - ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ìàêñèìàëüíîãî óùåðáà, îïðåäåëÿåìóþ
êàê

L = max{S(t)− ct, t ≥ 0},
ýòà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íåîòðèöàòåëüíà, ïîñêîëüêó L ≥ S(0)−c0 = 0.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ L èñïîëüçóåì ôóíêöèþ ψ(u) :

P (L ≤ u) = P (S(t)−ct ≤ u, ïðè âñåõ t ≥ 0) = P (U(t) ≥ 0, ïðè âñåõ t ≥ 0) = 1−ψ(u).

Â ÷àñòíîñòè, P (L ≤ 0) = P (L = 0) = 1 − ψ(0). Òåïåðü ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ
ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ìîìåíòîâ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû L.

Òåîðåìà 13 Äëÿ ëþáîãî r < R

ML(r) =
θp1r

1 + (1 + θ)p1r −MX(r)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òå ìîìåíòû ïðåäúÿâëåíèÿ èñêîâ tri , â êîòîðûå
ôóíêöèÿ S(t)− ct ïðèíèìàåò ñâîè ðåêîðäíûå çíà÷åíèÿ:

S(tri )− ctri > Lr
i = max{S(t)− ct, t ∈ [0, tri )}.

Ïîñêîëüêó íàø îáîáùåííûé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ñ íåçàâèñèìûìè
ïðèðàùåíèÿìè, òî äëÿ êàæäîãî íîìåðà i âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðàçíîñòü S(t) − ct
ïðåâçîéäåò äîñòèãíóòîå â tri çíà÷åíèå, ðàâíà ψ(0). Îáîçíà÷èì ðàçíîñòü S(tri )− ctri −
Lr

i ÷åðåç Li. Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà L ðàâíà

L = L1 + L2 + . . .+ LN ,

Çäåñü Li, i = 1, . . . , N - íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû,
ðàñïðåäåëåíèå L1 ðàíåå áûëî ïîëó÷åíî,N - êîëè÷åñòâî ìîìåíòîâ, â êîòîðûõ ðàçíîñòü
S(t)− ct ïðèíèìàåò ðåêîðäíûå çíà÷åíèÿ, èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå:

P (N = n) = (1− ψ(0))(ψ(0))n = θ
(

1

1 + θ

)n+1

, n = 0, 1, 2, . . .

ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ åñòü

MN(r) =
θ

1 + θ − er
, r < ln(1 + θ).

Òîãäà èç (4.10) ñëåäóåò, ÷òî åñëè r < MX(r), òî

ML(r) = MN(lnML1(r)) =
θ

1 + θ −ML1(r)
=

θp1r

1 + (1 + θ)p1r −MX(r)
,

ïðè ýòîì, åñëè r →MX(r), òî ML(r) →∞.
Ïîñêîëüêó ðàçíîñòü 1−ψ(u) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

L, òî
ML(r) = E[erL] = er·0P (L = 0) +

∫ ∞

0
erud(1− ψ(u)) =

1− ψ(0)−
∫ ∞

0
eruψ

′
(u)du =

θ

1 + θ
−
∫ ∞

0
eruψ

′
(u)du,

ïîýòîìó èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî

−
∫ ∞

0
eruψ

′
(u)du =

1

1 + θ

θ(MX(r)− 1)

1 + (1 + θ)p1r −MX(r)
(4.11)

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà äàåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëÿòü àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå ôóíêöèè
ψ(u) â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, íàïðèìåð, êîãäà ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ èíäèâèäóàëüíîãî
èñêà ðàâíà

p(x) =
n∑

i=1

Aiβie
−βix, x > 0, Ai > 0, A1 + A2 + . . . An = 1.
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Â òàêîì ñëó÷àå

MX(r) =
n∑

i=1

Ai
βi

βi − r
, r < min{β1, β2, . . . βn},

îòñþäà äëÿ óêàçàííûõ r ðàçíîñòü

MX(r)− 1 =
n∑

i=1

Ai(
βi

βi − r
− 1) = r

n∑
i=1

Ai

βi − r
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâàÿ ÷àñòü â óðàâíåíèè (4.11) ðàâíà

θ

1 + θ

∑n
i=1(Ai)/(βi − r)

(1 + θ)p1 −
∑n

i=1(Ai)/(βi − r)
=

θ

1 + θ

∑n
i=1Ai

∏
j 6=i(βj − r)

(1 + θ)p1
∏n

j=1(βj − r)−∑n
i=1Ai

∏
j 6=i(βj − r)

.

×èñëèòåëü ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè n − 1, îáîçíà÷èì
åãî êàê P (x) :

P (x) =
θ

1 + θ

n∑
i=1

Ai

∏
j 6=i

(βj − r)

à çíàìåíàòåëü
Q(x) = (1 + θ)p1

n∏
j=1

(βj − r)−
n∑

i=1

Ai

∏
j 6=i

(βj − r)

ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè n. Ïîêàæåì, ÷òî çíàìåíàòåëü èìååò êîðíè ri íà
èíòåðâàëàõ (0, β1), (βi, βi+1), i = 1, 2, . . . , n−1, ïðè ýòîì r1 ∈ (0, β1), ri+1 ∈ (βi, βi+1),
i = 1, 2, . . . ,m− 1. Çíà÷åíèå

Q(0) = (1 + θ)p1

n∏
j=1

βj −
n∑

i=1

Ai

∏
j 6=i

βj > 0,

ïîñêîëüêó

(1 + θ)p1 −
n∑

i=1

Ai
1

βi

= θp1 > 0,

êðîìå òîãî,
Q(β1) = −A1(β2 − β1)(β3 − β1) . . . (βm − β1) < 0,

Q(β2) = −A2(β1 − β2)(β3 − β2) . . . (βm − β2) > 0, . . .

Òàêèì îáðàçîì çíàê âåëè÷èíû Q(βi) ðàâåí (−1)i, i = 1, 2, . . .m, Q(0) < 0, ò.å. â
òî÷êàõ βi ïîëèíîì Q(x) ìåíÿåò çíàê. Îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå óêàçàííûõ
êîðíåé ri. Äëÿ ÷èñëèòåëÿ ïðè âñåõ i çíà÷åíèå

P (ri) = θp1

n∏
j=1

(βj − ri) 6= 0.
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Èç òåîðèè ïîëèíîìîâ ñëåäóåò, ÷òî âñÿ äðîáü ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå
n∑

i=1

ci
ri

ri − r
,

ãäå ci, ri- íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Ïîäñòàâëÿÿ äàííîå âûðàæåíèå â óðàâíåíèå (4.11),
ïîëó÷èì:

−
∫ ∞

0
eruψ

′
(u)du =

n∑
i=1

ci
ri

ri − r
,

èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ ψ(u) åñòü

ψ(u) =
n∑

i=1

cie
−riu.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð, êîãäà p(x) = βe−βx, òî åñòü n = 1, ðàñïðåäåëåíèå èíäèâèäóàëüíîãî
èñêà ýêñïîíåíöèàëüíî. Òîãäà MX(r) = β/(β − r) = 1/(1 − p1r), è ïðàâàÿ ÷àñòü â
(4.11) ðàâíà

1

1 + θ

θ

θ − (1 + θ)p1r
= c1

r1
r1 − r

,

çäåñü c1 = 1/(1 + θ), r1 = θ/((1 + θ)p1). Îòñþäà

ψ(u) = c1e
−r1u.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè θ = 0.25, β = 1, òî p1 = 1, c1 = 0.8, r1 = 0.2, ψ(u) = 0.8exp(−0.2u).
Â ýòîì ñëó÷àå ψ(u) < 0.05 ⇐⇒ u > 20 ln 2 ∼= 13.863.

Â äàííîì ðàçäåëå áûëè èçëîæåíû îñíîâíûå ôàêòû, êàñàþùèåñÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî
ïðîöåññà ïîâåäåíèÿ èñêîâ è èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû ôîíäà ñîáñòâåííûõ ñðåäñòâ êîìïàíèè,
òåîðèè ðàçîðåíèÿ. Áîëåå ïîëíîå èçëîæåíèå ýòîé òåîðèè ìîæíî íàéòè â [4]. Âîïðîñû,
êîãäà ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ íå ìîæåò áðàòü íà ñåáÿ áîëüøèå èñêè è äîëæíà îáðàùàòüñÿ
ê ïåðåñòðàõîâî÷íîé êîìïàíèè, äîñòàòî÷íî õîðîøî ðàçâèòû ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ [1, 3].

4.5 Çàäà÷è

1. Ïóñòü N(T )- ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ ïàðàìåòðîì λ è P (N(t) = n) = pn(t).
Äîêàçàòü, ÷òî

p
′

0(t) = −λp0(t), p
′

n(t) = −λpn(t) + λpn−1(t), n ≥ 1.

Ðåøåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ âåëè÷èí pn(t) âåðîÿòíîñòü

p0(t+ dt) = P (N(t+ dt) = 0|N(t) = 0)P (N(t) = 0) =
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(1− λdt)p0(t) ⇐⇒ p
′

0(t) = −λp0(t),

pn(t+ dt) = P (N(t+ dt) = n|N(t) = n)P (N(t) = n)+

P (N(t+ dt) = n|N(t) = n− 1)P (N(t) = n− 1) =

(1− λdt)pn(t) + λdtpn−1(t) ⇐⇒

pn(t+ dt)− pn(t) = (−λpn(t) + λpn−1(t))dt⇐⇒

p
′

n(t) = −λpn(t) + λpn−1(t), n ≥ 1.

2. Äîêàçàòü, ÷òî R < 2θp1/p2.
Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó ìîìåíòû ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ïîëîæèòåëüíû, òî èç

ðàâåíñòâà
MX(R) = 1 + (1 + θ)p1R

è ðàçëîæåíèÿ MX(R) = 1 + p1R + 0.5p2R
2 + . . . ñëåäóåò

p1R + 0.5p2R
2 < p1R + θp1R⇐⇒ R <

2θp1

p2

3. Ïóñòü äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèèMX(r) ñóùåñòâóåò γ, äëÿ êîòîðîãîMX(r) →
∞ ïðè r → γ − 0. Íàéòè limc→λp1 R, limc→∞R

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî c→ λp1 ⇐⇒ θ → 0, ïîýòîìó èç íåðàâåíñòâà R < 2θp1/p2

ñëåäóåò, ÷òî limc→λp1 R = 0. Äàëåå, èç ðàâåíñòâà (4.4) ñëåäóåò, ÷òî limc→∞MX(r) =
∞, îòêóäà limc→∞R = γ.

4. Èçâåñòíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå èíäèâèäóàëüíîãî èñêà äèñêðåòíî, ïðè÷åì p(1) =
1/4, p(2) = 3/4, ïðè ýòîìR = ln 2. Íàéòè âåëè÷èíó θ.

Ðåøåíèå. Íàõîäèì p1 = EX = 7/4, MX(r) = 0.25er +0.75e2r, îòêóäà óðàâíåíèå
äëÿ îïðåäåëåíèÿ R áóäåò

0.25er + 0.75e2r = 1 + 7r(1 + θ)/4,

èç êîòîðîãî ïðè r = R âåëè÷èíà θ = (10− 7 ln 7)/7 ln 2.

5. Âûïèñàòü âûðàæåíèÿ äëÿ EL1, V arL1.
Ðåøåíèå. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (4.10) è ðàâåíñòâà

MX(r) = 1 + p1r + 0.5p2r
2 + p3r

3/6 + . . .

ñëåäóåò
ML1(r) = 1 + 0.5p2r/p1 + p3r

2/(6p1) + . . . .
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Îòñþäà

EL1 = 0.5p2/p1, E(L1)
2 = p3/(3p1), V arL1 = p3/(3p1)− 0.25(p2/p1)

2.

6. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíûWi ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 0 èëè 2, ïðè ýòîì P (W =
0) = p > 1/2, P (W = 1) = 1 − p. Äëÿ c = 1, u ∈ {0, 1, 2, . . .} òðåáóåòñÿ íàéòè
U(T̃ ), R̃, ψ̃(u).

Ðåøåíèå. Ïóñòü T̃ = n, òîãäà Un−1 ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî íóëåâîå çíà÷åíèå.
Òîãäà, ïîñêîëüêó Un−1 = 0, òî Un = 0+ c−W ∈ {−1, 1}, îòêóäà ñëåäóåò U(T̃ ) = −1.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ R̃ ó÷òåì, ÷òî

MW (r) = e2rp+ 1− p,

òîãäà èç ðàâåíñòâà lnMW (r) = r íàõîäèì eR̃ = p/(1 − p), îòêóäà R̃ = ln p/(1 − p).
Äàëåå,

ψ̃(u) =
e−R̃u

e−R̃(−1)
= e−R̃(u+1).

7. Îïðåäåëèòü âèä ML(r), åñëè èíäèâèäóàëüíûå èñêè ðàâíû 2.
Ðåøåíèå. Èç ðàâåíñòâà (4.11) ñëåäóåò

ML(r) =
θ

1 + θ
+

1

1 + θ

θ(e2r − 1)

1 + 2(1 + θ)r − e2r
=

2rθ

1 + 2(1 + θ)r − e2r
.

8. Âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ

ψ(u) = 0.4e−2u + 0.2e−4u.

Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü θ è R.
Ðåøåíèå. Òàê êàê ψ(0) = 1/(1+ θ) = 3/5, òî θ = 2/3. Èç òåîðåìû 13 è ðàâåíñòâà

(4.11) ñëåäóåò, ÷òî R = 2.

9. Èçâåñòíî, ÷òî c = 1, λ = 2 è p(x) = e−2x+2e−4x. Òðåáóåòñÿ íàéòè p1, θ, MX(r), R, ψ(u).
Ðåøåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ ëåãêî íàéòè

MX(r) = 1/(2− r) + 2/(4− r),

îòñþäà
p1 = MX

′(0) = 3/8.

Äàëåå èç ðàâåíñòâà c = (1 + θ)p1λ ïîëó÷àåì θ = 1/3. Êîýôôèöèåíò ïîïðàâêè R ∈
(0, 2) íàõîäèì èç óðàâíåíèÿ

r/2 = 1/(2− r) + 1/(4− r)− 1,

63



ðåøàÿ êîòîðîå, ïîëó÷àåì R = 2 −
√

2. Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ p1, θ â
ðàâåíñòâî (4.11), ïîëó÷èì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ðàâíà

1/(2− r) + 2/(4− r)− 1

2r − 4(1/(2− r) + 2/(4− r)− 1)
=

3/2− r/2

(r − (2 +
√

2))(r − (2−
√

2))
,

òåïåðü, çàïèñûâàÿ ëåâóþ ÷àñòü (4.11) â âèäå

c1(2 +
√

2)

2 +
√

2− r
+
c2(2−

√
2)

2−
√

2− r
,

è ïðèðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, íàõîäèì

c1 = (3− 2
√

2)/8, c2 = (3 + 2
√

2)/8,

îòêóäà

ψ(u) =
3− 2

√
2

8
e−(2+

√
2)u +

3 + 2
√

2

8
e−(2−

√
2)u.

10. Ïóñòü â àâòîðåãðåññèîííîé ìîäåëè âåëè÷èíà ïðåìèè c = 2, ðàñïðåäåëåíèå
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y çàäàåòñÿ êàê P (Y = 2) = 0.25, P (Y = 0) = 0.75, âåëè÷èíà û
ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì ÷èñëîì. Îïðåäåëèòü âûðàæåíèå äëÿ ψ̃(u,w) è íàéòè, ïðè êàêèõ
û çíà÷åíèå ψ̃(u,w) < 0.01.

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà íàéäåì êîýôôèöèåíò ïîïðàâêè R̂ êàê ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ e−2rM2Y (r) = 1. Èç âèäà ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y îíî
ïðèíèìàåò âèä e2r + 3e−2r = 4, îòêóäà R̂ = ln

√
3. Ïîñêîëüêó ∆ûk ∈ {±2}, òî

ûT̂ = −2, ñëåäîâàòåëüíî,

ψ̃(u,w) =
e−û ln

√
3

e(−2)(− ln
√

3)
= 3−1−0.5û < 0.01 ⇐⇒ û > 6.
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Ãëàâà 5

Ïðèëîæåíèÿ òåîðèè ðèñêà.

Ââåäåíèå

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû ðàñïðåäåëåíèé èíäèâèäóàëüíûõ èñêîâ â
ñòðàõîâàíèè ðàçëè÷íûõ âèäîâ îáúåêòîâ. Êðîìå òîãî, ðàññìîòðèì ìåòîäû àïïðîêñèìàöèè
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èíäèâèäóàëüíîãî èñêà ïðè ïîìîùè èçó÷åííîãî ðàíåå îáîáùåííîãî
ïóàññîíîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ðàçëè÷íûå ôîðìû ïåðåñòðàõîâàíèÿ è âëèÿíèå åãî
íà âåëè÷èíó ðàçîðåíèÿ òàê æå áóäóò çäåñü èçó÷åíû.

5.1 Íåêîòîðûå êëàññû ðàñïðåäåëåíèé èíäèâèäóàëüíîãî

èñêà

Ñòðàõîâàíèå îò îãíÿ. Çäåñü ìîãóò áûòü ñàìûå ðàçëè÷íûå âèäû èñêîâ â çàâèñèìîñòè
íå òîëüêî îò âèäà çàñòðàõîâàííûõ îáúåêòîâ, íî è îò ïðèðîäíûõ óñëîâèé, óñëîâèé
ýêñïëóàòàöèè è ò.ä. Ïîýòîìó â äàííîì âèäå ñòðàõîâàíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå
ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí èñêîâ. Ðàññìîòðèì òðè ïðèìåðà.

Ëîãíîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Çäåñü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
èíäèâèäóàëüíîãî èñêàX åñòü F (x) = Φ(lnx), ãäå Φ(·)ôóíêöèÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ ïàðàìåòðàìè a, σ2 :

Φ(t) =
1√
2πσ

∫ t

−∞
exp(−1

2

(
x− a

σ

)2

)dx.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ çäåñü

f(x) =
1√

2πσx
exp(−1

2

(
ln(x)− a

σ

)2

), x > 0,

ïîýòîìó ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîìåíòîâMX(r) íå îïðåäåëåíà íè ïðè êàêèõ ïîëîæèòåëüíûõ
r, ïîýòîìó äàííîå ðàñïðåäåëåíèå îòíîñèòñÿ ê êëàññó ðàñïðåäåëåíèé ñ "òÿæåëûìè
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õâîñòàìè", íî ïðè ýòîì äëÿ âñÿêîãî α > 0 çíà÷åíèå f(x) = o(1/xα). Ïîä õâîñòîì
ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèì çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà a, ïîíèìàåòñÿ âåðîÿòíîñòü
P (X > a). Íàéäåì ñðåäíåå çíà÷åíèå è äèñïåðñèþ âåëè÷èíû èñêà X :

EX =
1√
2πσ

∫ ∞

0
exp

−1

2

(
lnx− a

σ

)2
 dx = (u = ln x) =

=
1√
2πσ

∫ ∞

−∞
exp

(
−1

2

(
u− a

σ

)2
)
· exp(u)du =

=
1√
2πσ

∫ ∞

−∞
exp

(
−u2 + 2u(a+ σ2)− a2

2σ2

)
du =

= exp(a+ 0.5σ2)
∫ ∞

−∞
exp

(
−(u− (a+ σ2))2

2σ2

)
du = exp(a+ 0.5σ2);

EX2 =
1√
2πσ

∫ ∞

0
xexp

−1

2

(
lnx− a

σ

)2
 dx = (u = ln x) =

=
1√
2πσ

∫ ∞

−∞
exp

(
−u2 + 2u(a+ 2σ2)− a2

2σ2

)
du =

= exp

(
(a+ 2σ2)2 − a2

2σ2

)
= exp(2(a+ σ2),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî V arX = exp(2(a+σ2))−exp(2a+σ2) = exp(2a+σ2)·(exp(σ2)−1).
Ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå äâóõïàðàìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Ïàðåòî ñ ïîëîæèòåëüíûìè ïàðàìåòðàìè ïàðàìåòðàìè x0 è αôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èíäèâèäóàëüíîãî èñêà X åñòü

F (x) = 1− (
x0

x0 + x
)α, x > 0.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ çäåñü f(x) = α(x0)
α/(x+x0)

α+1, îòñþäà âèäíî, ÷òî õâîñò
ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ áîëåå òÿæåëûé, íåæåëè äëÿ ëîãíîðìàëüíîãî ñëó÷àÿ, ïîýòîìó
ðàñïðåäåëåíèå Ïàðåòî äîëæíî ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ñòðàõîâàíèÿ îáúåêòîâ, ó êîòîðûõ
âåëèêà âåðîÿòíîñòü ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ ñ áîëüøèì èñêîì. Êàê è â ïðåäûäóùåì
ñëó÷àå ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîìåíòîâMX(r) íå îïðåäåëåíà íè ïðè êàêèõ ïîëîæèòåëüíûõ
r, òåì íå ìåíåå

EX = α(x0)
α
∫ ∞

0
(x+ x0)

−αdx =
α

α− 1
x0, (α > 1)

EX2 = α(x0)
α
∫ ∞

0
(x+ x0)

−α+1dx =
α

α− 2
(x0)

2, (α > 2)

V arX = α(x0)
2[

1

α− 2
− α

(α− 1)2
] =

α(x0)
2

(α− 1)2(α− 2)
, (α > 2).
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Â îáùåì ñëó÷àå òðåõïàðàìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå Ïàðåòî ñ ïîëîæèòåëüíûìè
ïàðàìåòðàìè α, β > 1, x0 îïðåäåëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ

f(x) =
Γ(α+ β)

Γ(α)Γ(β)

xβ−1

(x0 + x)α+β
, x > 0

è îáëàäàåò àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè.
Ðàñïðåäåëåíèå Áóððà ïîëó÷àåòñÿ èç äâóõïàðàìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî

çàìåíîé àðãóìåíòà x íà xγ, γ > 0 :

fX(x) =
αxα

0γx
γ−1

(x0 + xγ)α+1
, x > 0

Äàííîå ðàñïðåäåëåíèå îáîáùàåò è ïðè 0 < γ < 1 èìååò áîëåå òÿæåëûé õâîñò, ÷åì
äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå Ïàðåòî, è áîëåå ëåãêèé ïðè γ > 1.

Ñìåñü ýêñïîíåíöèàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Çäåñü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû èíäèâèäóàëüíîãî èñêà X åñòü

F (x) = p(1− e−ax) + q(1− e−bx), x > 0, p+ q = 1, 0 < p < 1, a, b > 0,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ïëîòíîñòü f(x) = pe−ax+qe−bx. Â îòëè÷èå îò äâóõ ïðåäûäóùèõ
ñëó÷àåâ ýòî ðàñïðåäåëåíèå íå èìååò òÿæåëîãî õâîñòà, çäåñü MX(r) = pa/(a − r) +
qb/(q − r), îòêóäà

EX = φ′S(0) = p/a+ q/b, V arX = φ′′S(0) =
p(1 + q)

a2
+
q(1 + p)

b2
− 2pq

ab
.

Â çàâèñèìîñòè îò ïðèðîäû çàñòðàõîâàííîãî îáúåêòà, îò âåëè÷èíû âåðîÿòíîñòè
ïðåäúÿâëåíèÿ áîëüøèõ èñêîâ â ñòðàõîâàíèè îò îãíÿ ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ýòè òðè
âèäà ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðè ñòðàõîâàíèè íåáîëüøèõ îáúåêòîâ ïîäõîäèò ëîãíîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå, äëÿ ñëó÷àÿ áîëüøèõ çàñòðàõîâàííûõ îáúåêòîâ ïðè ìîäåëèðîâàíèè
èíäèâèäóàëüíîãî èñêà áîëüøå ïîäõîäèò ðàñïðåäåëåíèå Ïàðåòî èëè Áóððà. Ïàðàìåòðû
ðàñïðåäåëåíèé ïîäáèðàþòñÿ ïî èìåþùåéñÿ ñòàòèñòèêå.
Àâòîìîáèëüíîå ñòðàõîâàíèå. Çäåñü íåò òàêîé øèðîêîé âàðèàáåëüíîñòè óùåðáà,
êàê â ñòðàõîâàíèè îò îãíÿ, ïîýòîìó òàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ, êàê Ïàðåòî èëè ëîãíîðìàëüíîå,
â òàêîì ñòðàõîâàíèè ïðèìåíÿòü íåò ñìûñëà. Êàê ïðàâèëî, ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå
çäåñü íàèáîëåå ïðèåìëåìî, ïàðàìåòðû åãî, êîíå÷íî, ïîäáèðàþòñÿ ïî èìåþùåéñÿ
ñòàòèñòèêå.
Êîëëåêòèâíîå ñòðàõîâàíèå îò âðåìåííîé íåòðóäîñïîñîáíîñòè. Çäåñü äëÿ
îïèñàíèÿ ñóììàðíîãî èñêà ñòðîèòñÿ ôóíêöèÿ P (Y > k), k = 1, 2, . . . 91, ãäå Y−
ïðîäîëæèòåëüíîñòü áîëåçíè. Åñëè c− âåëè÷èíà âûïëàòû áîëüíîìó çà îäèí äåíü
íåòðóäîñïîñîáíîñòè, òî ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû èñêà çàäàåòñÿ êàê p(x) = P (Y =
x/c), x = c, 2c, . . . 91c.
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5.2 Àïïðîêñèìàöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììàðíîãî èñêà

Ðàññìîòðèì ìîäåëü èíäèâèäóàëüíîãî èñêà

S =
n∑

j=1

Xj, Xj = IjBj, P (Ij = 1) = qj, EBj = µj, V arBj = σ2
j , j = 1, 2, . . . n.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Xj çäåñü ïðåäïîëàãàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, ïîýòîìó

ES =
n∑

j=1

qjµj, V arS =
n∑

j=1

qj(1− qj)µ
2
j +

n∑
j=1

qjσ
2
j .

Êðîìå òîãî, MXj
(r) = (1− qj) + qjMBj

(r) = 1 + qj(MBj
(r)− 1), îòêóäà

φS(r) =
n∑

j=1

ln[1 + qj(MBj
(r)− 1)].

Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ qj, r ïîñëåäíÿÿ ñóììà ïðèáëèæåííî ðàâíà

n∑
j=1

qj(MBj
(r)− 1)]. (5.1)

Àïïðîêñèìàöèÿ (5.1) ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåé àïïðîêñèìàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû S. Îáîçíà÷èì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Bj ÷åðåç
Pj(x), òîãäà ñóììàðíûé èñê S áóäåì àïïðîêñèìèðîâàòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé Z ñ
îáîáùåííûì ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðàìè (λ, P (x)), ãäå

λ =
n∑

j=1

qj, P (x) =
n∑

j=1

qj
λ
Pj(x).

Òîãäà åñëè X− ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ P (x), òî

φZ(r) = λ(MX(r)− 1) =
n∑

j=1

qj(MBj
(r)− 1),

÷òî ñîîòâåòñòâóåò (5.1). Ñëåäîâàòåëüíî, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Z àïïðîêñèìèðóåò
ñóììàðíûé èñê S. Êðîìå òîãî,

EZ = φ
′

Z(0) =
n∑

j=1

qjM
′

Bj
(0) =

n∑
j=1

qjµj, V arZ =
n∑

j=1

qjM
′′

Bj
(0) =

n∑
j=1

qj(µ
2
j + σ2

j ).

Îòñþäà ñëåäóåò

EZ = ES =
n∑

j=1

qjµj, V arZ =
n∑

j=1

qj(µ
2
j + σ2

j ) > ES,
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ïðè ýòîì ðàçíîñòüþ V ar[Z] − V ar[S] =
∑n

j=1 q
2
jµ

2
j ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïðè ìàëûõ

çíà÷åíèÿõ qj, j = 1, 2, . . . , n. Ðàññìîòðèì
Ïðèìåð 5.1. Âåëè÷èíà èñêîâ ïîä÷èíÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ,

äëÿ êîòîðîãî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

F (x) =

{
0, åñëè x ≤ 0,

1− e−λx, åñëè x ∈ (0,∞)

Îáëàäàòåëè ïîëèñîâ ðàñïðåäåëåíû ïî äâóì êàòåãîðèÿì. Äëÿ k−é êàòåãîðèè
(k = 1, 2) êîëè÷åñòâî êëèåíòîâ ðàâíî nk, âåðîÿòíîñòü ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ ðàâíà
qk, ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû èñêà ðàâíû λk, çíà÷åíèÿ ïåðå÷èñëåííûõ
ïàðàìåòðîâ ïðèâåäåíû â òàáëèöå:

k nk qk λk µk σ2
k

1 500 0.1 1 1 1
2 2000 0.05 2 0.5 0.25

Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ES,EZ, V ar[S], V ar[Z].
Ðåøåíèå. Çäåñü

λ = 0.1(500) + 0.05(2000) = 150,

p(x) = e−x(
0.1

150
)(500) + 2e−2x(

0.05

150
)(2000) =

1

3
e−x +

4

3
e−2x.

Òîãäà

EZ = λp1 = (150)(
1

3
+

2

3
· 0.5) = 100, V arZ = λp2 = (150) · 1 = 150.

Äëÿ èñõîäíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû S çíà÷åíèå

ES = (500)(0.1)1 + (2000)(0.05)0.5 = 100,

V arS = (500)(0.1)(0.9)(1) + (2000)(0.05)(0.95)(0.25) + (500)(0.1)(1)+

+(2000)(0.05)(0.25) = 143.75 < EZ.

Äðóãîé ìåòîä àïïðîêñèìàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû S îáîáùåííûì
ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû êàæäîå ñëàãàåìîåXj àïïðîêñèìèðóåì
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé Yj, èìåþùåé îáîáùåííîå ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðàìè
(λ′j, Pj(x)), ãäå λ′j = − ln(1− qj) > 0. Òîãäà

MYj
(r) = eλ′(MBj

(r)−1), φYj
(r) = λ′j(MBj

(r)− 1).

Ïðè ýòîì îáå ôóíêöèè

φXj
(r) = ln(1 + qj(MBj

(r)− 1)), φYj
(r) = −(MBj

(r)− 1)) ln(1− qj)
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àïïðîêñèìèðóåòñÿ âåëè÷èíîé qj(MBj
(r)− 1)). Äàëåå, ïîëàãàÿ

λ′ =
n∑

j=1

λ′j, P (x) =
n∑

j=1

λ′j
λ′
Pj(x),

àïïðîêñèìèðóåì ñóììàðíûé èñê S îáîáùåííûì ïóàññîíîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì Y
ñ ïàðàìåòðàìè (λ′, P (x)). Ïðè ýòîì φY (r) àïïðîêñèìèðóåòñÿ ôóíêöèåé φZ(r) =∑n

j=1 qj(MBj
(r)− 1)). Íàäî îòìåòèòü, ÷òî âåëè÷èíà

EY = λ′p1 =
n∑

j=1

λ′jµj > EZ = ES,

ïîñêîëüêó λ′j > qj, j = 1, 2, . . . , n. Àíàëîãè÷íî

V arY =
n∑

j=1

λ′j(µ
2
j + σ2

j ) > V arZ > V arS.

Ðàññìîòðèì ïðåäûäóùèé ïðèìåð. Çäåñü ëåãêî ïîëó÷èòü

λ′1 = 0.1054, λ′2 = 0.05129 ⇒ λ′ = 155.2668.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

p(x) = e−x 0.1054

155.2668
(500) + 2e−2x 0.05129

155.2668
(2000) = 0.3393e−x + 1.3214e−2x.

Òåïåðü
EZ ′ = λ′p1 = 155.2668(0.3393(1) + 0.6607(0.5)) = 103.9736,

V arZ ′ = λ′p2 =
n∑

j=1

λ′j(µ
2
j + σ2

j ) =

0.1054(500)(1 + 1) + 0.05129(2000)(0.25 + 0.25) = 156.6538 > EZ > ES

5.3 Îñòàíàâëèâàþùåå ïîòåðè ïåðåñòðàõîâàíèå

Çäåñü ðàññìîòðèì ýôôåêò îò ïåðåñòðàõîâàíèÿ îñòàíàâëèâàþùåãî ïîòåðè, êîãäà
ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ - öåäåíò - áåðåò íà ñåáÿ îòâåòñòâåííîñòü çà íèæíþþ ãðàíèöó
ñóììàðíîãî èñêà, à çà âåðõíþþ ÷àñòü îòâå÷àåò ïåðåñòðàõîâî÷íàÿ êîìïàíèÿ. Áîëåå
òî÷íî, ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ-öåäåíò îñòàâëÿåò ó ñåáÿ èñêè íà ñóììó, ðàâíóþ

S − Id =

{
S, åñëè S ≤ d,
d, åñëè S > d
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Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà îïëà÷èâàåìîãî èñêà îãðàíè÷åíà ñâåðõó âåëè÷èíîé d,
ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ òåðìèí "îñòàíàâëèâàþùåå ïîòåðè". Âåëè÷èíà ðàâíàÿ Id ïîêðûâàåòñÿ
ïåðåñòðàõîâùèêîì; êàê è ðàíåå çíà÷åíèå

Id =

{
0, åñëè S ≤ d,

S − d, åñëè S > d

Ïîñêîëüêó çà óñëóãè ïåðåñòðàõîâàíèÿ ñòðàõîâùèê âûïëà÷èâàåò ñóììó, âîçðàñòàþùóþ
ñ ðîñòîì Id, òî íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ïðåäåëû èçìåíåíèÿ ýòîé âåëè÷èíû è ñïîñîáû
åå âû÷èñëåíèÿ. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
Id. Ïóñòü f(x), F (x)− ïëîòíîñòü è ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû S
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

E[Id] =
∫ ∞

d
(x− d)f(x)dx =

∫ ∞

0
(x− d)f(x)dx−

∫ d

0
(x− d)f(x)dx,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

E[Id] = E[S]− d−
∫ d

0
(x− d)f(x)dx. (5.2)

Åñëè S èìååò äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä

E[Id] = E[S]− d+
d−1∑
x=0

(d− x)f(x).

Äðóãîå âûðàæåíèå äëÿ E[Id] ïîëó÷àåòñÿ èç ðàâåíñòâà

E[Id] =
∫ ∞

d
(1− F (x))dx =

∫ ∞

0
(1− F (x))dx−

∫ d

0
(1− F (x))dx =

E[S]−
∫ d

0
(1− F (x))dx. (5.3)

Â çàâèñèìîñòè îò âèäà ðàñïðåäåëåíèÿ S óäîáíåå ïðèìåíÿòü (5.2) èëè (5.2).
Äëÿ äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììàðíîãî èñêà âåëè÷èíà

E[Id] =
∞∑

x=d+1

(x− d)f(x) =
∞∑

x=d

(x− d)f(x),

îòêóäà

E[Id+1] =
∞∑

x=d+1

(x− d− 1)f(x) =
∞∑

x=d+1

(x− d)f(x)−
∞∑

x=d+1

f(x) = E[Id]− (1− F (d)).

Àíàëîãè÷íî äëÿ âñÿêîãî t ∈ [0, 1] èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

E[Id+t] = E[Id]− t(1− F (d)) (5.4)
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Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé
Ïðèìåð 5.2. Ïóñòü S èìååò ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå, òî åñòü F (x) = G(x : α, β).

Òðåáóåòñÿ âûðàçèòü E[Id] ÷åðåç çíà÷åíèÿ G(d : α, β)G(d : α+ 1, β).
Ðåøåíèå. Âåëè÷èíà

E[Id] =
∫ ∞

d
xf(x)dx− d[1− F (d)] =

βα

Γ(α)

∫ ∞

d
xαe−βxdx− d(1−G(d : α, β)) =

Γ(α+ 1)

Γ(α)

1

β

βα+1

Γ(α+ 1)

∫ ∞

d
xαe−βxdx− d(1−G(d : α, β)) =

α

β
(1−G(d : α+ 1, β))− d(1−G(d : α, β)).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðûõ a < b ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî F (a) = F (b), òî èç
ðàâåíñòâà F (x) = F (a) à òàê æå èç (5.3) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî d ∈ (a, b) âåëè÷èíà

E[Id] = E[Ia]− (d− a)(1− F (a)).

Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå, ÷òî õîðîøî âèäíî èç (5.4), îñîáåííî óäîáíî â ñëó÷àå
äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììàðíîãî èñêà S. Ðàññìîòðèì òåïåðü òàêîé

Ïðèìåð 5.3. Ïóñòü ÷èñëî èñêîâ N èìååò ðàñïðåäåëåíèå

P (N = 0) = 0.5, P (N = 1) = 0.4, P (N = 2) = 0.1,

ïðè ýòîì âåëè÷èíà èíäèâèäóàëüíîãî èñêà X ðàñïðåäåëåíà òàê:

P (X = 1) = P (X = 3) = 0.2, P (X = 2) = 0.6.

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ E[Id] äëÿ d = 0, 1, . . . , 6.
Ðåøåíèå. Çäåñü ïðåæäå âñåãî îïðåäåëèì f(x), F (x). Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå

f(x) =
∑
k≥0

p∗k(x)P (N = k),

ïîëó÷èì f(x) = 0.5p∗0(x)+0.4p∗1(x)+0.1p∗2(x), x = 0, 1, . . . , 6.Äëÿ óäîáñòâà íåîáõîäèìûõ
âû÷èñëåíèé çàïîëíèì òàáëèöó

x p∗0(x) p∗1(x) p∗2(x) f(x) F (x) 1− F (x)
0 1 0 0 0.5 0.5 0.5
1 0 0.2 0 0.08 0.58 0.42
2 0 0.6 0.04 0.244 0.824 0.176
3 0 0.2 0.24 0.104 0.928 0.072
4 0 0 0.44 0.044 0.972 0.028
5 0 0 0.24 0.024 0.996 0.004
6 0 0 0.04 0.004 1 0

P (N) : 0.5 0.4 0.1
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Èç ïîëó÷åííîé òàáëèöû âû÷èñëÿåì ES = E[I0] = 1.2. Äàëåå èç ðàâåíñòâà
E[Id+1] = E[Id]− (1− F (d)) âû÷èñëÿåì:
1. E[I1] = 1.2− 0.5 = 0.7,
2.E[I2] = 0.7− 0.42 = 0.0.28,
3.E[I3] = 0.28− 0.176 = 0.104,
4.E[I4] = 0.104− 0.072 = 0.032,
5.E[I5] = 0.032− 0.028 = 0.004,
6.E[I6] = 0.004− 0.004 = 0.

Ïóñòü òåïåðü ñóììàðíûé èñê S èìååò îáîáùåííîå ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà, âåëè÷èíà
èíäèâèäóàëüíîãî èñêà èìååò òàêîå æå ðàñïðåäåëåíèå, êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå,
çíà÷åíèå ïàðàìåòðà λ ðàâíî 0.1. Âû÷èñëèì E[Id] äëÿ d = 0, 1, . . . , 6. Ñíà÷àëà îïðåäåëèì

f(0) = F (0) = e−λ = 0.9048,

p1 = (0.2)(1) + (0.6)(2) + (0.2)(3) = 2 ⇒ E[I0] = λp1 = 0.2.

Äàëåå, èç ôîðìóëû
f(x) = (λ/x)

∑
j≥1

jp(j)f(x− j)

âû÷èñëÿåì

f(1) = (0.1)(0.2)(0.9048) = 0.0181, F (1) = F (0)+f(1) = 0.9048+0.0181 = 0.9229 ⇒ .

E[I1] = E[I0]− (1− F (0)) = 0.2− (1− 0.9048) = 0.1048

E[I2] = E[I1]− (1− F (1)) = 0.0277,

f(2) = (0.1)/(2)[(0.2)(0.0181)+2(0.6)(0.9048)] = 0.05447, F (2) = 0.9229+0.05447 = 0.9774,

E[I3] = 0.0277− (1− 0.9774) = 0.0051

è äàëåå äëÿ äðóãèõ x = 4, 5, . . .
Äëÿ ñëó÷àÿ äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ S ðàññìîòðèì óäîáíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ

V ar[Id]
2 = E[I2

d ]− (E[Id])
2. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ E[Id] ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà óæå áûëà

ïîëó÷åíà, òåïåðü ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëó äëÿ E[I2
d ] :

E[I2
d+1] =

∑
j≥d+2

(x− (d+ 1))2f(x) =
∑

j≥d+1

[(x− d)2 − 2(x− d) + 1]f(x) =

∑
j≥d+1

(x− d)2f(x)− 2
∑

j≥d+1

(x− d)f(x) + 1− F (d) = E[I2
d ]− 2E[Id] + 1− F (d).

Ïðè ýòîì E[I2
0 ] = V arS + (ES)2 = λp2 + (λp1)

2.
Ðàññìîòðèì ïðèìåð èíäèâèäóàëüíîãî èñêà, â êîòîðîì ïðîèçâåäåíèå jp(j) íå

çàâèñèò îò j è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíåíèå ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ
f(x) óïðîùåíî.
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Ïðèìåð 5.4. Ïóñòü S ðàñïðåäåëåíî ïî îáîáùåííîìó çàêîíó Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðàìè
λ = 0.5, p(1) = 2/3, p(2) = 1/3. Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü f(x), F (x), E[Ix] äëÿ x =
0, 1, . . . , 5.

Ðåøåíèå. Ïðåæäå âñåãî f(0) = F (0) = e−0.5 = 0.6065, p1 = 4/3, E[I0] =
λp1 = 2/3, p2 = 2, V ar[I0] = V ar[S] = λp2 = 1, E[I2

0 ] = λp2 +(λp1)
2 = 1+4/9 =

1.4444.
Ïîñêîëüêó λjp(j) = 1/3 äëÿ j = 1, 2, òî

f(x) =
1

3x
(f(x− 1) + f(x− 2)), x = 2, 3, . . .

Ïðè ýòîì f(1) = f(0)/3, F (x) = F (x − 1) + f(x), E[Ix] = E[Ix−1] − (1 − F (x − 1)),
îòêóäà ïîëó÷àåì òàáëèöó

x f(x) F(x) E[Ix] E[I2
x] V ar[Ix]

0 0.6065 0.6065 0.6667 1.4444 1
1 0.2022 0.8087 0.2732 0.5046 0.43
2 0.1348 0.9435 0.0819 0.1495 0.1428
3 0.0374 0.9809 0.0254 0.0422 0.041582
4 0.01435 0.9953 0.0063 0.0105 0.0105
5 0.00345 0.9987 0.001587 0.002637 0.002634

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèòóàöèþ, òèïè÷íóþ äëÿ êîëëåêòèâíîãî ñòðàõîâàíèÿ æèçíè,
â êîòîðîé ñòðàõîâùèê ñòèìóëèðóåò ñòðàõîâàòåëÿ èçáåãàòü áîëüøèõ èñêîâ ïóòåì
íàçíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ áîíóñîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåçG ïðåìèþ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò
íå òîëüêî ïîêðûòü âåñü óùåðá âåëè÷èíû S, íî è îáåñïå÷èâàåò áîíóñ âåëè÷èíû D
ïðèçâàííûé ïîîùðèòü ñòðàõîâàòåëÿ èçáåãàòü áîëüøèõ áîëüøèõ èñêîâ. Ýòîò áîíóñ
áóäåì âûáèðàòü â âèäå

D =

{
kG− S, åñëè S < kG,

0 , åñëè S ≥ kG.

Çäåñü êîýôôèöèåíò k âûáèðàåòñÿ èç èíòåðâàëà (0, 1). Ñòðàõîâàòåëü òàêèì îáðàçîì
ïëàòèò ïðåìèþ G è â êîíöå ñðîêà ñòðàõîâàíèÿ ïîëó÷àåò âåëè÷èíó S + D. Åñëè
f(x)− ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ S, òî

ED =
∫ kG

0
(kG− x)f(x)dx, ED + ES = kG

∫ kG

0
f(x)dx+

∫ ∞

kG
xf(x)dx.

Åñëè âåëè÷èíà ïðåìèè G > ES, òî çà ñ÷åò âûáîðà êîýôôèöèåíòà k âñåãäà ìîæíî
äîáèòüñÿ óñëîâèÿ ES + ED < G.

Ïðèìåð 5.5. Ïóñòü ñóììàðíûé èñê S ðàñïðåäåëåí êàê â ïðèìåðå 5.4, âåëè÷èíà
ïðåìèèG = 2.Êðîìå ïîëíîãî âîçìåùåíèÿ óùåðáà ñòðàõîâùèê îáÿçóåòñÿ âûïëàòèòü
áîíóñ, ðàâíûé ïðåâûøåíèþ 80% ïðåìèè íàä èñêîì. Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ðàçíîñòü
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G−E[S]−E[D], ðàâíóþ îæèäàåìîé âåëè÷èíå, êîòîðàÿ ïîêðûâàåò ðàñõîäû ñòðàõîâùèêà
íà íàëîãè, áåçîïàñíóþ íàãðóçêó, è ò.ä.

Ðåøåíèå. Çäåñü êîýôôèöèåíò

k = 0.8 ⇒ kG = 1.6, E[D] = (1.6)f(0) + (1.6− 1)f(1) = 1.0918.

Îòñþäà èñêîìàÿ âåëè÷èíà ðàâíà

2− E[S]− E[D] = 2− 0.6667− 1.0918 = 0.2412.

Â îïðåäåëåíèè D çíà÷åíèå

E[D] =
∫ ∞

0
(kG− x)f(x)dx+

∫ ∞

kG
(x− kG)f(x)dx⇐⇒

E[D] + E[S] = kG+ E[IkG].

Â ïîñëåäíåì ïðèìåðå ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî äàåò E[D] = kG − E[S] + E[IkG] =
1.6− 0.6667 + 0.2732− 0.6(1− 0.8087) = 1.0918. Çäåñü áûëî èñïîëüçîâàíî ðàâåíñòâî

E[I1.6] = E[I1]− 0.6(1− F (1)).

Èç îïðåäåëåíèÿ D ñëåäóåò, ÷òî

S+D =

{
kG, åñëè S < kG,
S , åñëè S ≥ kG

⇐⇒ S+D = kG+IkG ⇐⇒ S+D−G = IkG−(1−k)G.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî èìååò ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë: ïîëó÷åííûå ñòðàõîâàòåëåì
äåíüãè îò êîëëåêòèâíîãî ñòðàõîâàíèÿ çà âû÷åòîì ïðåìèè ðàâíû ñóììå, ïîêðûòîé
ïåðåñòðàõîâêîé ñ ôðàíøèçîé kG çà âû÷åòîì ÷àñòè ïðåìèè (1−k)G. Òàêèì îáðàçîì,
ïðåìèÿ G ðàçáèâàåòñÿ íà 2 ÷àñòè: kG è (1−k)G. Ïåðâàÿ èç íèõ ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ
îïëàòû èñêîâ(áåç ïåðåñòðàõîâàííîé ñóììû) è äèâèäåíäà, à âòîðàÿ - äëÿ îïëàòû
íàëîãîâ, òåõíè÷åñêèõ èçäåðæåê, áåçîïàñíîé íàãðóçêè è ò.ä.:

kG = (S − IkG) +D, (1− k)G = G− [(S − IkG) +D].

5.4 Ïåðåñòðàõîâàíèå è âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ

Çà óñëóãè ïåðåñòðàõîâàíèÿ ñòðàõîâùèê ïëàòèò ñóììó, ðàâíóþ cre = (1 + θre)E[Id].
Ïðè ýòîì ïåðåä ñòðàõîâøèêîì ñòîÿò äâå ïðîòèâîïîëîæíûå çàäà÷è: îáåñïå÷èòü
íàäåæíîñòü ñòðàõîâîé çàùèòû, äëÿ ÷åãî íóæíî êàê ìîæíî áîëüøå ðèñêà íàïðàâèòü
ïåðåñòðàõîâùèêó è îáåñïå÷èòü íàèáîëüøóþ ïðèáûëü ñâîé êîìïàíèè. Ïîä íàäåæíîñòüþ
ñòðàõîâîé çàùèòû áóäåì ïîíèìàòü âåðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ, êîòîðàÿ íåïîñðåäñòâåííî
çàâèñèò îò êîýôôèöèåíòà ïîïðàâêè R : ψ(u) < e−Ru.
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Ïðèìåð 5.6. Ïóñòü êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, âåëè÷èíû λ = 0.5, p(1) =
2/3, p(2) = 1/3, ãîäîâàÿ ïðåìèÿ c = 1.5. Äëÿ ïåðåñòðàõîâàíèÿ ñóììàðíîãî ðèñêà â
ìîäåëè êîëëåêòèâíîãî ðèñêà òðåáóåòñÿ:

1. Îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíò ïîïðàâêè äëÿ äèñêðåòíîé ìîäåëè èçìåíåíèÿ êàïèòàëà.
2. Ïðè θre = 0.8 âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíò ïîïðàâêè Rd ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

îñòàâøåãîñÿ èñêà â ìîäåëè êîëëåêòèâíîãî ðèñêà äëÿ d = 1, 2, 3, 4.
Ðåøåíèå. 1. Ïî ðàñïðåäåëåíèþ èíäèâèäóàëüíîãî èñêà âèäíî, ÷òî ãîäîâîé èñê

èìååò äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå W. Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû W = X1 +X2 + . . .+
XN êîýôôèöèåíò ïîïðàâêè R íàéäåì èç óðàâíåíèÿ e−crMW (r) = 1, ò.å.

0.5 + 1.5r = 0.5(2/3er + 1/3e2r) ⇒ R = 0.9159.

2. Ðàíåå áûëè ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ âåëè÷èí E[Id]. Ïîýòîìó ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ d
öåíà ïåðåñòðàõîâêè ðàâíà (1+ θre)E[Id]. Íàïðèìåð, ïðè d = 1 ñóììà, îòïðàâëåííàÿ
íà ïåðåñòðàõîâêó, ðàâíà 0.4918, îòêóäà ÷àñòü ïðåìèè, îñòàâøàÿñÿ ó ñòðàõîâùèêà â
ãîäó i, ðàâíà c′ = c − cre = 1.5 − 0.4918 = 1.0082; îñòàâøèéñÿ èñê íà òîì æå ãîäó
ðàâåí

W
′

i =

{
Wi, åñëè Wi = 0, 1, . . . d− 1,
d , åñëè Wi ≥ d.

Çäåñü Wi− ñóììàðíûé èñê íà ãîäó i. Íàéäåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ e−c
′
rMW

′
i
(r) = 1 :

e−c
′
r[

d−1∑
x=0

f(x)exr + (1− F (d− 1))edr] = 1.

Åñëè d = 1, òî

W
′

i =

{
0, åñëè Wi = 0,

1 , åñëè Wi ≥ 1.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûW ′
i ìåíüøå c

′
, ñëåäîâàòåëüíî,

ïðè d = 1 ðàçîðåíèå íåâîçìîæíî, è íå ñëó÷àéíî ïðè d = 1 óðàâíåíèå

e−1.0082r[e0rf(0) + (1− F (0))er] = 1

êîíå÷íîãî ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ íå èìååò.

d = 2 ⇒ E[I2] = 0.0819 ⇒ cre = 1.8 · 0.0819 = 0.14742 ⇒ c
′
= c− cre = 1.35258 ⇒

e−1.35258r[e0rf(0) + erf(1) + (1− F (1))e2r] = 1 ⇐⇒

e−1.35258r[0.6065 + 0.2022er + 0.1913e2r] = 1 ⇒ R2 = 2.3708.

d = 3 ⇒ E[I3] = 0.0254 ⇒ cre = 1.8 · 0.0254 = 0.04572 ⇒ c
′
= 1.45428 ⇒
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e−1.45428r[e0rf(0) + erf(1) + e2rf(2) + (1− F (2))e3r] = 1 ⇐⇒

e−1.45428r[0.6065 + 0.2022er + 0.1348e2r + 0.0565e3r] = 1 ⇒ R3 = 1.44139.

d = 4 ⇒ E[I4] = 0.0063 ⇒ cre = 0.01134 ⇒ c′ = 1.48866 ⇒

e−1.48866r[0.6065 + 0.2022er + 0.1348e2r + 0.0374e3r + 0.0191e4r] = 1 ⇒ R4 = 1.1281

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ R5 = 1.0169 èç óðàâíåíèÿ

e−1.49712[0.6065 + 0.2022er + 0.1348e2r + 0.0374e3r + 0.01435e4r + 0.0047e5r] = 1.

Îæèäàåìàÿ ïðèáûëü g çà îäèí ãîä ðàâíà ðàçíîñòè c−cre−E[(S−Id(S)] = (îæèäàåìàÿ
ïðèáûëü áåç ïåðåñòðàõîâàíèÿ = c − E[Si]) - (îæèäàåìûå ïîòåðè îò ïåðåñòðàõîâêè
= cre − E[Id]). Ñîñòàâèì òàáëèöó

d Rd g g ·Rd

0 0.9159 0.3 0.2748
1 ∞ 0.6148 ∞
2 2.3708 0.7678 1.8203
3 1.4414 0.8130 1.1719
4 1.1281 0.8283 0.9349
5 1.0169 0.8321 0.8461

Èç ïîëó÷åííîé òàáëèöû âèäíî, ÷òî ñ âîçðàñòàíèåì d êîýôôèöèåíò ïîïðàâêè
óìåíüøàåòñÿ, à âûèãðûø îò ïåðåñòðàõîâàíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïðè ýòîì ïîâåäåíèå
ïðîèçâåäåíèÿRd·g ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé îïòèìàëüíûé
óðîâåíü, ìàêñèìèçèðóþùèé äàííîå ïðîèçâåäåíèå. Êðîìå òîãî, èç ïðèâåäåííîé òàáëèöû
âèäíî. ÷òî ïåðåñòðàõîâàíèå âñåãî èñêà, ò.å. ïðèíÿòèå d = 0, íåâûãîäíî. Ïðè òàêîì
ñïîñîáå äåéñòâèé êàê êîýôôèöèåíò ïîïðàâêè îñòàâøåãîñÿ èñêà, òàê è ïîêàçàòåëü
gRd íå ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

Ðàññìîòðèì äàëåå ðàçëè÷íûå âèäû ïåðåñòðàõîâàíèÿ è ñðàâíèì ñ òî÷êè çðåíèÿ
âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ, êîòîðóþ áóäåì ñâÿçûâàòü ñ âåëè÷èíîé êîýôôèöèåíòà ïîïðàâêè
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íåïåðåñòðàõîâàííîé ñóììû. Èìåííî, ñðàâíèì äâà âèäà ïåðåñòðàõîâàíèÿ:
ïðîïîðöèîíàëüíîãî, ãäå âåëè÷èíà ïåðåñòðàõîâàííîé ñóììû h çàâèñèò îò îáùåé
ñóììû èñêà x êàê h(x) = hpr(x) = krex, kre ∈ [0, 1], è ïåðåñòðàõîâàíèå ïðåâûøåíèÿ
óáûòêà, ãäå

h(x) = hβ(x) =

{
0 , åñëè x ≤ β

x− β, åñëè x > β

Ïóñòü èìååòñÿ íåïðåðûâíàÿ ìîäåëü ðàçîðåíèÿ, òîãäà åñëè âåëè÷èíà ïðåìèè ðàâíà c,
à ñòîèìîñòü ïåðåñòðàõîâêè ðàâíà cre, òî âåëè÷èíà êîýôôèöèåíòà ïîïðàâêè ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

λ+ (c− cre)r = λ
∫ ∞

0
er(x−h(x))p(x)dx.
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Çäåñü ðàçíîñòü c−cre ðàâíà âåëè÷èíå îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ïðåìèè ïîñëå îïëàòû óñëóãè
ïåðåñòðàõîâàíèÿ, à x− h(x)− âåëè÷èíå íåïåðåñòðàõîâàííîãî èñêà.

Ðàññìîòðèì
Ïðèìåð 5.7. Ïóñòü èñêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáîáùåííûé ïðîöåññ Ïóàññîíà ñ

ïàðàìåòðàìè (λ = 1, p(x) = 1, x ∈ [0, 1]). Äëÿ ïðîïîðöèîíàëüíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ
ñ ïàðàìåòðàìè kre ∈ [0, 1) òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíò ïîïðàâêè R äëÿ
çíà÷åíèé θre = 0.5, 1, 1.5, 2.

Ðåøåíèå. Çäåñü âåëè÷èíà

cre = (1 + θre)λ
∫ 1

0
krexdx = 0.5(1 + θre)λkre = 0.5(1 + θre)kre.

Ïðè ýòîì çíà÷åíèå cre < c = 1 ⇐⇒ kre < 2/(1 + θre). Òåïåðü óðàâíåíèå äëÿ
îïðåäåëåíèÿ Rθre ïðèìåò âèä

1 + (1− kre
1 + θre

2
)r =

er(1−kre) − 1

r(1− kre)
.

×èñëåííûå ðåøåíèÿ åãî óêàçàíû â òàáëèöå:

kre R0.5 R1 R1.5 R2

0 1.7933 1.7933 1.7933 1.7933
0.1 2.0610 1.9925 1.9214 1.8450
0.2 2.4112 2.2416 2.0573 1.8565
0.3 2.8852 2.5618 2.1888 1.8856
0.4 3.5555 2.9888 2.2801 1.8560
0.5 4.5609 3.5866 2.2185 -
0.6 6.1973 4.4832 1.5873 -
0.7 9.2117 5.9700 - -
0.8 16.0678 8.9664 - -
0.9 40.8112 17.9328 - -

Ïóñòü òåïåðü ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðåñòðàõîâàíèå ïðåâûøåíèÿ óáûòêà. Âû÷èñëèì
êîýôôèöèåíò ïîïðàâêè äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà β ∈ (0, 1) è òåõ æå çíà÷åíèé θre.

Çäåñü âåëè÷èíà cre âû÷èñëÿåòñÿ êàê

cre = (1 + θre)
∫ 1

β
(x− β)dx = 0.5(1 + θre)(1− β)2.

Òîãäà cre < c = 1 ⇐⇒ (1− β)2 < 2(1 + θre). Óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ Rθre áóäåò

1 + [1− 0.5(1 + θre)(1− β)2]r =
∫ β

0
erxdx+

∫ 1

0
erβdx =

erβ − 1

r
+ (1− β)erβ,
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ïîñëå ðåøåíèÿ êîòîðîãî ïîëó÷èì òàáëèöó

β R0.5 R1 R1.5 R2

0.1 24.1284 12.746 - -
0.2 9.4885 6.4779 1.0741 -
0.3 5.6102 4.4003 2.7626 0.2705
0.4 3.9420 3.3728 2.6937 1.8559
0.5 3.0526 2.7681 2.4522 2.0974
0.6 2.5203 2.3784 2.2278 2.0671
0.7 2.1822 2.1162 2.0480 1.9776
0.8 1.9659 1.9403 1.9144 1.8881
0.9 1.8387 1.8328 1.8269 1.8211
1 1.7933 1.7933 1.7933 1.7933

Èç ïîëó÷åííûõ òàáëèö ìîæíî ñðàâíèòü çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà ïîïðàâêè äëÿ ýòèõ
äâóõ âèäîâ ïåðåñòðàõîâàíèÿ ïðè îäèíàêîâîé ïåðåñòðàõîâîé ñóììå ch. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ïðè ñðàâíåíèè çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ ïîïðàâêè ïàðàìåòðû kre, β äîëæíû
áûòü ñâÿçàíû óñëîâèåì E[hpr(X)] = E[hβ(X)] ⇐⇒ kre = (1− β)2.

Âûáèðàÿ, â ÷àñòíîñòè, β = 0.2, kre = 0.64, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ïðîïîðöèîíàëüíîãî
ïåðåñòðàõîâàíèÿ êîýôôèöèåíò ïîïðàâêè äîëæåí ëåæàòü íà èíòåðâàëå (6,9), à äëÿ
ïåðåñòðàõîâàíèÿ ïðåâûøåíèÿ óáûòêà ïðè òîì æå çíà÷åíèè ïàðàìåòðà θre = 0.5 ýòîò
êîýôôèöèåíò ðàâåí 9.4885. Àíàëîãè÷íûå ñðàâíåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè è äëÿ äðóãèõ
ïàð (kre, β).

Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 14 Äëÿ ëþáîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ h(x) óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì ch =
cβ, E[h(X)] = E[hβ(X)] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Rh ≤ Rβ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó Rh ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ

λ+ (c− ch)r = λMX−h(X)(r),

ïðè ýòîìMX−h(X)(r) âûïóêëà ïî ïåðåìåííîé r, òî íàøå óòâåðæäåíèå áóäåò äîêàçàíî,
åñëè áóäåò äîêàçàíî íåðàâåíñòâî

MX−h(X)(r) ≥MX−hβ(X)(r), r > 0. (5.5)

Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ e[x−h(x)]r ïåðåìåííîãî r âûïóêëà (â ñèëó
ïîëîæèòåëüíîñòè åå âòîðîé ïðîèçâîäíîé), îòêóäà

e[x−h(x)]r − e[x−hβ(x)]r ≥ re[x−hβ(x)]r(hβ(x)− h(x)). (5.6)

Åñëè â ïðàâîé ÷àñòè (5.6) ðàçíîñòü hβ(x) − h(x) ïîëîæèòåëüíà, òî ðàçíîñòü x −
hβ(x) = β è òîãäà ýòà ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà reβr(hβ(x)− h(x)).
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Â ñëó÷àå æå, êîãäà hβ(x)−h(x) < 0, ìû âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì x−hβ(x) ≤
β, òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü â (5.6) áîëüøå ïðîèçâåäåíèÿ reβr(hβ(x)−h(x)). Òàêèì îáðàçîì
äëÿ ëþáîé ðåàëèçàöèè x ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû S áóäåò

e[x−h(x)]r − e[x−hβ(x)]r ≥ reβr(hβ(x)− h(x)).

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî

E[e[X−h(X)]r]− E[e[X−hβ(X)]r] ≥ reβrE[hβ(X)− h(X)] = 0,

îòêóäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü (5.5).

5.5 Çàäà÷è

1. Ñóììàðíûé èñê â ñòðàõîâîé êîìïàíèè ðàñïðåäåëåí ïî îáîáùåííîìó çàêîíó Ïóàññîíà
ñ ïàðàìåòðàìè (λ = 1, p(x) = e−x, x > 0).Ïðåìèè ñòðàõîâàòåëåé âêëþ÷àþò îòíîñèòåëüíóþ
áåçîïàñíóþ íàãðóçêó, ðàâíóþ θ > 0. Íàãðóçêà ïåðåñòðàõîâùèêà ðàâíà θre > 0.
Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíò ïîïðàâêè â ñëó÷àå ïðîïîðöèîíàëüíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ
ñ ïàðàìåòðîì kre = 0.449329 äëÿ θ = 0.3, θre = 0.4 è îïðåäåëèòü îòíîñèòåëüíóþ
áåçîïàñíóþ íàãðóçêó ñòðàõîâùèêà íà îñòàâøóþñÿ ïîñëå ïåðåñòðàõîâêè ïðåìèþ.

Ðåøåíèå.
p1 = 1, λ = 1 ⇒ c = λ(1 + θ)p1 = (1 + θ);

c− cre = (1 + θ)− (1 + θre)kre > 0 ⇐⇒ kre ∈ (0,
1 + θ

1 + θre

),

óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ R áóäåò èìåòü âèä

λ+ (c− cre)r = MX−h(X)(r) ⇐⇒

1 + [(1 + θ)− (1 + θre)kre]r =
1

1− r(1− kre)
. (r <

1

1− kre

)

Óìíîæàÿ ýòî óðàâíåíèå íà çíàìåíàòåëü ïðàâîé ÷àñòè, ïîëó÷èì

R =
θ − θrekre

(1− kre)[1 + θ − (1 + θre)kre]
.

Ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ âåëè÷èíà R = 0.32552. Ñðåäíåå çíà÷åíèå
îñòàâøåéñÿ ÷àñòè èñêà ðàâíî

1− kre =
d

dr
MX−h(X)(0),

ïîýòîìó èñêîìàÿ áåçîïàñíàÿ íàãðóçêà θ1 íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

c− cre = (1 + θ1)(1− kre) ⇐⇒ (1 + θ)− (1 + θre)kre = (1 + θ1)(1− kre),
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îòêóäà θ1 = (θ − θrekre)/(1− kre).
2. Ïóñòü ñóììàðíûé èñê ðàñïðåäåëåí òàê æå êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ïàðàìåòðû

θ, θre àíàëîãè÷íî èìåþò òå æå çíà÷åíèÿ, íî âìåñòî ïðîïîðöèîíàëüíîãî ïåðåñòðàõîâàíèÿ
ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðåñòðàõîâàíèå ïðåâûøåíèÿ óáûòêà ñ ïàðàìåòðîì β. Òðåáóåòñÿ
âûïèñàòü óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà ïîïðàâêè è ðåøèòü åãî ÷èñëåííî
ïðè çíà÷åíèÿõ θ = 0.3, θre = 0.4, β = 0.8. Îïðåäåëèòü çíà÷åíèå îòíîñèòåëüíîé
áåçîïàñíîé íàãðóçêè ñòðàõîâùèêà íà îñòàâøóþñÿ ïîñëå ïåðåñòðàõîâêè ïðåìèþ.

Ðåøåíèå. Èç (5.2) ñëåäóåò, ÷òî

E[Iβ] = 1− β −
∫ β

0
(x− β)e−xdx = e−β,

à çíà÷èò âåëè÷èíà îñòàâøåéñÿ ïðåìèè

c− cre = (1 + θ)− (1 + θre)e
−β > 0 ⇐⇒ e−β <

1 + θ

1 + θre

.

Äàëåå, ôóíêöèÿ

MX−hβ(X)(r) =
∫ β

0
erxe−xdx+

∫ ∞

β
eβre−xdx =

1− re−β(1−r)

1− r
,

îòêóäà óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà ïîïðàâêè áóäåò

1+[(1+θ)−(1+θre)e
−β]r =

1− re−β(1−r)

1− r
⇐⇒ [(1+θ)−(1+θre)e

−β]r =
r(1− e−β(1−r))

1− r
.

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî óðàâíåíèå óêàçàííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, ïîëó÷àåì ðåøåíèå
R = 0.5465. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïåðåñòðàõîâàííîãî óùåðáà äëÿ
ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àåâ çäåñü è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ðàâíû E[h(X]) = 0.449329,
íî çíà÷åíèå R â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû î ïåðåñòðàõîâàíèè,
ïðåâîñõîäèò ïåðâîå: 0.5465 > 0.449329. Òåïåðü èç ñîîòíîøåíèÿ c − cre = λ(1 +
θ1)E[X − hβ(X)] íàéäåì θ1 :

1 + θ1 =
(1 + θ)− (1 + θre)e

−β

1− e−β
⇐⇒ θ1 =

θ − θree
−β

1− e−β
.

Ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ ïîñëåäíåå ðàâíî 0.2184.
3. Âûðàçèòü E[Id] äëÿ ñëó÷àÿ íîðìàëüíîãî ñ ïàðàìåòðàìè (a, σ2) ðàñïðåäåëåíèÿ

S.
Ðåøåíèå.

E[Id] = a− d−
∫ d

−∞
(x− d)f(x)dx = a− d−

∫ d

−∞
xf(x)dx+ d

∫ d

−∞
f(x)dx =

a− d+ dΦ(d)−
∫ d

−∞
xf(x)dx = a− d+ dΦ(d)− aΦ((d− a)/σ) + σφ((d− a)/σ,
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(φ(x) =
1√
2π
exp(−0.5x2)),Φ(x) =

∫ x

−∞
φ(t)dt)

ïîñêîëüêó ∫ d

−∞
xf(x)dx =

=
1√
2π

∫ d

−∞

x− a

σ
· exp(−1

2
(
x− a

σ
)2)dx+

1√
2π

a

σ

∫ d

−∞
exp(−1

2
(
x− a

σ
)2)dx =

=
σ√
2π

∫ (d−a)/σ

−∞

x− a

σ
· exp(−1

2
(
x− a

σ
)2)d(

x− a

σ
)+

+
a√
2π

∫ (d−a)/σ

−∞
exp(−1

2
(
x− a

σ
)2)d(

x− a

σ
) =

=
σ√
2π

∫ (d−a)/σ

−∞
u · exp(−0.5u2)du+

a√
2π

∫ (d−a)/σ

−∞
exp(−0.5u2)du =

= − σ√
2π

∫ −0.5((d−a)/σ)2

−∞
exp(t)dt+ aΦ((d− a)/σ) = aΦ((d− a)/σ)− σφ((d− a)/σ

4. 100 çàñòðàõîâàííûõ ïî êðàòêîñðî÷íîìó ñòðàõîâàíèþ æèçíè ðàçäåëåíû íà 4
ãðóïïû, äàííûå ïî ãðóïïàì ïðèâåäåíû â íèæåñëåäóþùåé òàáëèöå

q b = 2 b = 3
0.01 10 20
0.02 30 40

Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü E[S], V ar[S] à òàêæå îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû îáîáùåííîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà èñïîëüçóÿ ïåðâûé ìåòîä àïïðîêñèìàöèè. ×åìó ðàâíà äèñïåðñèÿ
äëÿ àïïðîêñèìàöèè S?

Ðåøåíèå.

E[S] = 2(10 · 0.01 + 30 · 0.02) + 3(20 · 0.01 + 40 · 0.02) = 4.4.

V ar[S] = 4(10 · 0.01 · 0.99 + 30 · 0.02 · 0.98) + 9(20 · 0.01 · 0.99 + 40 · 0.02 · 0.98) = 11.586.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç íåçàâèñèìîñòè èñêîâ è ðàâåíñòâà äèñïåðñèè ñóììû
ñóììå äèñïåðñèé ñëàãàåìûõ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñðåäíåå êâàäðàòà ñóììû íå
ðàâíî ñóììå êâàäðàòîâ ñðåäíèõ!

Äàëåå, âåëè÷èíà λ = 0.01 · (10 + 20) + 0.01 · (30 + 40) = 1.7, ðàñïðåäåëåíèå p(x)
çàäàåòñÿ êàê

p(2) =
10 · 0.01 + 30 · 0.02

1.7
= 0.411765, p(3) =

20 · 0.01 + 40 · 0.02

1.7
= 0.588235,

òàêèì îáðàçîì àïïðîêñèìàöèÿ Z èìååò ïîëó÷åííûå çäåñü ïàðàìåòðû (λ, p(x)). Òåïåðü

E[Z] = 1.7 · (2 · 0.411765 + 3 · 0.588235) = 4.4,

82



V ar[Z] = 4 · (10 · 0.01 + 30 · 0.02) + 9 · (20 · 0.01 + 40 · 0.02) = 11.8.

5. Ïåðåñòðàõîâùèê ïîêðûâàåò 0.8 îò ïðåâûøåíèÿ èñêà S íàä ôðàíøèçîé d, ïðè
ýòîì ìàêñèìàëüíàÿ ñóììà, êîòîðóþ ãîòîâ âûïëàòèòü ïåðåñòðàõîâùèê, ðàâíà m.
Òðåáóåòñÿ âûðàçèòü íåòòî-ïðåìèþ ïåðåñòðàõîâàíèÿ.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó 0.8(x − d) ≤ m ⇐⇒ x ≤ d + 1.25m, òî èñêîìàÿ âåëè÷èíà
ðàâíà

0.8
∫ d+1.25m

d
(x− d)f(x)dx+ P (S > d+ 1.25m) = 0.8

∫ ∞

d
(x− d)f(x)dx−

0.8
∫ ∞

d+1.25m
(x− d)f(x)dx+ P (S > d+ 1.25m) =

0.8E[Id]− 0.8
∫ ∞

d+1.25m
(x− d− 1.25m)f(x)dx−

m
∫ ∞

d+1.25m
f(x)dx+m · P (S > d+ 1.25m) =

0.8E[Id]− 0.8E[Id+1.25m]−m(1− F (d+ 1.25m)) +m · P (S > d+ 1.25m) =

0.8E[Id]− 0.8E[Id+1.25m].

1. Ãîäîâîé èñêW ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííóþ
ñî ñðåäíèì a è äèñïåðñèåé σ2. Îòíîñèòåëüíàÿ áåçîïàñíàÿ íàãðóçêà ñòðàõîâùèêà
ðàâíà 0.25. Ïåðåñòðàõîâùèê òðåáóåò îòíîñèòåëüíóþ áåçîïàñíóþ íàãðóçêó, ðàâíóþ
0.4, ïåðåñòðàõîâàíèå ïðîïîðöèîíàëüíîå ñ êîýôôèöèåíòîì k. Òðåáóåòñÿ âûïèñàòü
óðàâíåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà ïîïðàâêèR îïðåäåëèòü, ïðè êàêîì çíà÷åíèè k âåëè÷èíà
R áóäåò ìàêñèìàëüíîé, åñëè a = 10, σ2 = 4.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó MX(r) = exp(ar + 0.5σ2r2), òî óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

1 + 10((1 + θ)− (1 + θre)k)r = exp(a(1− k)r + 0.5(1− k)2σ2r2).

Ïðè óêàçàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

1 + (12.5− 14k)r − exp(10(1− k)r + 2(1− k)2r2) = 0.

Îáîçíà÷èâ ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ÷åðåç f(k, r), ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé R
′
k =

0, f(k, r) = 0, ãäå R′
k = −f ′

k/f
′
r|r=R. ×èñëåííîå ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû ïîêàçûâåò,

÷òî ïðè k = 0.2911 âåëè÷èíà Rmax = 0.04537.
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